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Zusammenfassung:

Im Rahmen dieser Arbeit werden adaptive Methoden zur numerischen Lésung der Wel-
lengleichung in inhomogenen Medien hergeleitet und auf ein Beispiel aus der Physik
der Sonnenatmosphire angewandt. Ziel der Arbeit ist es, den Fehler der numerischen
Losung beziiglich eines beliebigen Funktionals (die Auswertungsgrofie) abzuschétzen und
die Schétzung zur Erzeugung von Gittern zu verwenden, die optimal an das Funktional
angepaf}t sind.

Vorteile und Schwierigkeiten der Methode werden présentiert. Insbesondere wird ge-
zeigt, dafl der vorgeschlagene Ansatz in vielen Fillen effizienter als bisherige adaptive
Methoden, die das Zielfunktional nicht mitberiicksichtigten, ist. In den Féllen mit nichtli-
nearen Zielfunktionalen, in denen das Verfahren nicht funktionierte, werden theoretische
Erklarungen und numerische Ergebnisse des Fehlschlagens gegeben.

Die vorgeschlagene Methode wird auf ein einfaches Modell der Physik der Sonnenat-
mosphire angewandt und die Ausbreitung linearer akustischer Wellen berechnet. Der
Anteil der Energie der Wellen, der den Ubergang zwischen der Chromosphire und der
Korona passieren kann, wird mit guter Genauigkeit bestimmt.

Abstract:

Adaptive Finite Element Methods for the Solution of the Wave Equation and
Application to Solar Physics

In this work, adaptive concepts for the numerical solution of the wave equation in in-
homogeneous media are derived and applied to an example taken from the physics of
the solar atmosphere. The main focus is on ways to estimate the error in the numerical
solution with regard to arbitrary functionals, i.e. quantities of interest, and the use of
these estimates for the generation of computational meshes best suited for the evaluation
of this functional.

Advantages and difficulties of this method are presented. In particular, it is shown that
the proposed approach is significantly better in many cases than previous adaptive sche-
mes not taking into account the quantity of interest. Cases involving nonlinear functionals
and in which the approach fails, are presented along with theoretical explanations and
numerical evidence of the reasons for this.

The proposed methods are applied to a simple model from the physics of the solar
atmosphere and the propagation of linear acoustic waves is computed. The fraction of
the wave energy that passes the chromosphere—corona transition is computed to good
accuracy.
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Kapitel 1

Einfiihrung

Im Rahmen dieser Arbeit soll die numerische Lésung der Wellengleichung

p(x)ure(x,1) =V - (a(x)Vu(x, 1)) = 0 (x,t) € 2 x(0,T),
u(x,0) = up(x) x€Q,
ue(x,0) = vp(x) x€Q, (1.1)
u(x,t) = gp(x,t) x€e€Tlp x(0,7),T'p C 00,
~a(x)Vu(x,t) = gn(x,1) x€e€ly x(0,T),Ty =09 -Tp,

und ihre Anwendung auf den Energietransport in der unteren solaren Atmosphére untersucht
werden. Dieser soll dabei durch akustische Wellen simuliert werden, die sich in Form der obi-
gen Gleichungen als Grenzfall kleiner Storungen aus den EULER-Gleichungen der Gasdynamik
ergeben; in diesem Fall ist u die Abweichung des Drucks vom Gleichgewichtswert, p die Dichte
und a die inverse Kompressibilitdt des Mediums. Diese Nidherung ist nicht besonders gut, da sie
die wesentlichen, nichtlinearen Effekte der Schallausbreitung in diinnen, ionisierten Gasen aufler
acht 148t. Es ist aber ein erster Schritt in Richtung zu mehrdimensionalen Rechnungen, die es
erlauben, Mechanismen der Ausbreitung in Medien mit variablen Ausbreitungskoeffizienten zu
untersuchen, inshesondere Reflexion an Grenzschichten und Refraktion; diese Effekte sind in den
bisher durchgefiihrten eindimensionalen Rechnungen nicht darstellbar, so dafl es wichtig ist, ihren
Einflufl abzuschétzen.

Von der numerischen Seite her soll untersucht werden, ob adaptive Techniken im Kontext der
Wellengleichung einsetzbar sind und ob es moglich ist, a-posteriori Fehlerschitztechniken anzu-
wenden. Aufgrund der bereits in zwei Raum- und einer Zeitdimension sehr hohen Anforderungen
an Rechenzeit und Speicherbedarf erscheint es unabdingbar, adaptive Techniken zu verwenden,
die im Gegensatz zu gleichférmigen oder blockweise gleichférmigen Gittern die Rechenzellen dort
plazieren, wo der Fehler erzeugt wird. Die Berticksichtigung der Herkunft des Fehlers unterscheidet
den vorgestellten Ansatz damit insbesondere von bisherigen Ansiitzen zur Gittersteuerung, die nur
dort verfeinerten, wo der Fehler grof} ist. Die Notwendigkeit adaptiver Techniken gilt umso mehr
bei Rechnungen mit drei Raumdimensionen oder wenn eine hohe Genauigkeit gefordert ist, da die
herkémmlichen Techniken dieses nicht mehr zu leisten vermégen. Es wird gezeigt, dafl adaptive
Gitterverfeinerung in der Lage ist, die bendtigten Ressourcen erheblich zu senken und aufgrund
deutlich geringeren Speicherbedarfs einige Rechnungen erst moéglich zu machen.

Beziiglich der Gitterverfeinerung soll insbesondere ein Ansatz untersucht werden, der eine
Schiatzung des Fehler bei der Auswertung eines beliebigen Funktionals verwendet. In der Praxis
ist man selten am Fehler in einer abstrakten Norm, beispielsweise der L2- oder der Energienorm,
interessiert, sondern an der Auswertung eines Funktionals der Lésung, zum Beispiel einem Punkt-
wert, Linienintegralen oder gewichteten Integralen. Es ist klar, dal ein optimales Rechengitter
auf diese Auswertegrofie abgestimmt sein muf, wobei das Ziel ist, bei gleichzeitiger Minimierung
der Anzahl an Freiheitsgraden den Fehler bei der Auswertung des Funktionals zu minimieren.
Dies kann bedeuten, von einer durch das Gebiet laufenden Welle nur den Teil gut aufzulésen, der
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2 KAPITEL 1. EINFUHRUNG

schliefflich auch zum zu berechnenden Funktionalwert beitrigt, wihrend die Teile der Welle, die
in andere Richtungen laufen, nicht aufgeldst werden miissen. Es wird ein Ansatz vorgestellt, der
die Gitterverfeinerung automatisch, d.h. ohne Interaktion des Benutzers, nach diesem Kriterium
durchfiihrt.

Im Gegensatz zu den meisten Rechnungen der Vergangenheit erfolgt die Diskretisierung nicht
durch ein Differenzen- oder Charakteristikenverfahren mit expliziter Zeitdiskretisierung, sondern
mittels Finiten Elementen und impliziten Zeitschrittverfahren. Finite Elemente erlauben gegen-
iiber Differenzenverfahren wesentlich grofiere Freiheiten bei der Gestaltung der Rechengitter, was
unabdingbar fiir die Verwendung adaptiver Verfahren ist; dariiberhinaus lassen sich a-posteriori-
Fehlerschiitzer herleiten, die Informationen iiber den Beitrag einer Zelle zum Gesamtfehler liefern,
so daf} eine gezielte Verfeinerung einzelner Zellen moglich ist. Gegeniiber Charakteristikenverfah-
ren zeichnet sie aus, dafl die Herangehensweise im wesentlichen dimensionsunabhingig ist; ihre
Umsetzung bietet fiir zwei oder mehr Raumdimensionen keine wesentlichen zusétzlichen mathe-
matischen Schwierigkeiten gegeniiber einer Raumdimension. Charakteristikenverfahren geben da-
gegen die kontinuierliche Losung der verwendeten Gleichung nahezu exakt im Diskreten wieder,
sind allerdings nur sehr schwer auf hohere Raumdimensionen verallgemeinerbar und Abschétzun-
gen des Fehlers sind schwierig (vgl. [26]). Die verwendeten Finiten Elemente sind bilineare bis
biquartische konforme Elemente auf Vierecksgittern.

Implizite Zeitschrittverfahren werden eingesetzt, da die Verwendendung expliziter Verfahren die
Einhaltung einer Bedingung (,, CFL-Bedingung®) verlangt, die die Zeitschrittweite an die Grofie der
kleinsten Zellen bindet; da die Zellgréfie variabel ist und bei adaptiven Verfahren sehr klein werden
kann, wiirde dies eine sehr kleine Zeitschrittweite nach sich ziehen, was den Rechenaufwand enorm
erhohen wiirde. Im Rahmen dieser Arbeit wurden zur Zeitdiskretisierung das CRANK-NICOLSON-
sowie das Fractional-Step-6-Verfahren verwendet.

An der Entstehung einer Arbeit wie dieser sind mehr Menschen als nur der Author beteilgt.
Ich bin allen, meinen Eltern, Freunden, Betreuern und Kollegen, die mich auf diesem oft nicht
einfachen Weg begleitet, gefiihrt und mir zur Seite gestanden haben, zu groflem Dank verpflichtet!



Kapitel 2

Numerik der Wellengleichung

Zur Behandlung der Wellengleichung auf dem Computer ist es nétig, die in kontinuierlichen Koor-
dinaten geschriebenen Gleichungen zu diskretisieren. Im Rahmen dieser Arbeit soll dabei folgende
Diskretisierung untersucht werden:

e zeitlich: Die zeitliche Ableitung wird dadurch diskretisiert, dal wir die Gleichung (1.1) in
ein System von partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung in der Zeit {iberfithren und
diese mit einem der géngigen Verfahren (- bzw. CRANK-NICOLSON- und Fractional-Step-6-
Verfahren) diskretisieren.

e riaumlich: Anschlieflend wird die rdumliche Ableitung mit einem Finite-Elemente-Verfahren
mit stiickweise polynomialen Ansatzfunktionen behandelt. Als Polynome werden die LA-
GRANGE-Interpolationspolynome der Ordnungen eins bis vier betrachtet.

Diese Reihenfolge der Diskretisierung wird gemeinhin als ROTHE-Methode bezeichnet, im Ge-
gensatz zur sogenannten Linienmethode, bei der zuerst die Ortsdiskretisierung durchgefiihrt wird
und das dadurch entstehende System gekoppelter Differentialgleichungen in der Zeit mit einem
der bekannten Verfahren zur Lésung gewohnlicher Differentialgleichungssysteme behandelt wird.

Fiir gleichbleibende Gitter sind beide Methoden im wesentlichen gleich und liefern im allgemei-
nen vergleichbare Ergebnisse. Lediglich die Analyse des Fehlers unterscheidet sich wesentlich. Die
RoTHE-Methode hat aber entscheidende Vorteile bei der Verwendung ortsadaptiver Gitter, da in
diesen Fillen Anzahl und Ort der Freiheitsgrade von Zeitschritt zu Zeitschritt variieren, weshalb
sich die partielle Differentialgleichung nicht mehr ohne weiteres in ein System von gewdhnlichen
Differentialgleichungen umschreiben 148t.

Das Problem, daf§ die Losung zu einem Zeitschritt auf das Gitter des néchsten Zeitschritts
transportiert werden muf}, bleibt jedoch bestehen. Hier erweist sich die Verwendung hierarchisch
aufgebauter Gitter als ausgesprochen vorteilhaft, da es nicht nétig ist, herauszufinden, in welcher
Zelle des Gitters ein Punkt liegt, wie es nétig wére, wenn die Gitter zu verschiedenen Zeitschritten
vollstdndig unabhéingig wiren. Programme, die mit vollig unabhéngigen Gittern arbeiten, verbrin-
gen oft einen Grofiteil der Zeit mit solchen Aufgaben (vgl. [29, Remark 2.2]). Der Transfer zwischen
Gittern kann dariiberhinaus beim Aufbau der rechten Seite der Gleichungen exakt durchgefiihrt
werden (Abschnitt 4.2), d. h. es tritt kein Interpolationsfehler wie bei der Verwendung unabhéngi-
ger Gitter auf.

Um einen streng mathematischen Rahmen zu schaffen, wird die Gleichung nicht wie oben erst
in der Zeit und dann im Ort diskretisiert, sondern in einem Schritt. Sofern die Zeitdiskretisierung
mit einem GALERKIN-Verfahren erfolgt, sind die beiden Herangehensweisen identisch. Da sich die
Aufteilung in Zeit- und Ortsdiskretisierung fiir die Implementation auf einem Computer besser
eignet, wird zuerst eine halbformale Herleitung der Diskretisierung in zwei Schritten und daran
anschlielend eine rigorose Ableitung der Volldiskretisierung gegeben.

In den folgenden Abschnitten werden die folgenden Notationen verwendet:

3



4 KAPITEL 2. NUMERIK DER WELLENGLEICHUNG

o I, = (tn—1,ts] sei das nte Zeitintervall der Zeitdiskretisierung und k, = ¢, — t,_1 seine
Lange;

o I =(0,T] sei das gesamte interessierende Zeitintervall; offenbar ist I = |J,, In;

e Die Losungsfunktion sei w = (u,v). Die Losung des in Abschnitt 2.4.2 eingefiihrten dualen
Problems sei w = (@, 7); der Uberstrich kennzeichne dualen Grofien;

e t = (p, 1) kennzeichnet im allgemeinen eine Testfunktion;

e (p,q) bezeichnet das L2-Skalarprodukt [ pq dz; falls p und q Vektoren sind, sei das Vektor-
produkt impliziert;

- 0 - 10
e b(w,t) sei die durch b(w,t) = <<a(X)V 0/)) w, <0 V) t) - (QNaZD)FNx[mT} de-
Qx[0,7T]

finierte Bilinearform.

2.1 Zeitdiskretisierung

Die Umschreibung in ein System erster Ordnung in der Zeit geschieht folgendermafien: wir gehen
von

p(X)ug(x,t) = V- (a(x,t)Vu(x,t)) =0 (2.1)

aus (a(x, t) ist entweder eine strikt positive skalare Funktion oder eine positiv definite, symmetri-
sche d x d-Matrix, p ist eine strikt positive Funktion) und setzen v = u;. Der Einfachheit halber
sei angenommen, dafy die Koeffizienten a und p nicht von der Zeit abhéingen. Dies ist im Einklang
mit der Fragestellung dieser Arbeit; die Erweiterung beziiglich der Methodik bei zeitlich variablen
Koeffizienten ist in den meisten Fillen offensichtlich. Sei aulerdem A = —V - (aV) der positiv
definite raumliche Operator, dann gilt

() + (5 ) (4) =0 22

0 —p

Diese Gleichung lifit sich mit w = (u,v) und dem Operator B = <A 0

> verkiirzt auch als

Differentialgleichung im Hilbertraum schreiben:
pwi + Bw = 0. (2.3)

Die erste Gleichung wurde mit p multipliziert, da dann alle Massematrizen diesen Faktor enthalten.
Dariiberhinaus 148t sich so die numerische Stabilitdt erhdhen, da die einzelnen Terme von der
gleichen Groflenordnung sind; das ist insbesondere bei dem in Abschnitt 3 gerechneten Beispiel
wichtig, wo die Koeffizienten um bis zu drei Zehnerpotenzen variieren.

Die Umschreibung in ein System hat gegeniiber der direkten Lésung von (2.1) im wesentlichen
zwei Vorteile:

e Zur Diskretisierung erster Zeitableitungen existiert eine Vielzahl von gut untersuchten Ver-
fahren aus der Numerik der gewohnlichen Differentialgleichungen. Dort werden hohere Ablei-
tungen im allgemeinen durch Einfiihrung zuséitzlicher Variablen in ein System von Gleichun-
gen umgeformt, so daf zur direkten Diskretisierung zweiter Ableitungen nur relativ wenige
Verfahren bekannt sind.

e Gegeniiber der direkten Diskretisierung (beispielsweise durch einen Ansatz &hnlich der Dis-
kretisierung des LAPLACE-Operators) kann man eine bessere Konvergenzordnung fiir die
zweite Variable v erwarten, analog zur Verwendung einer gemischten Diskretisierung im
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Ort. Das hat Vorteile, da viele praktisch relevante Funktionale die Geschwindigkeit enthal-
ten, beispielsweise die Energie

E = (pv,v)q + (aVu, Vu)g,

oder der Energieflufl durch eine Kurve

‘b:/vaVu-nds.
c

e Bei direkter Diskretisierung wird die Implementation schnell sehr uniibersichtlich, da Daten
iiber mehr als einen Zeitschritt transportiert werden miissen.

Dem steht als Nachteil allerdings gegeniiber, dafl die mit dem System assoziierte Bilinearform
keine natiirliche Norm induziert, so dafl a priori Abschitzungen und Stabilititsanalysen erschwert
sind. Diese sind jedoch in der Literatur zu finden, vgl. beispielsweise [16] und die Referenzen darin.

Das Gleichungssystem (2.3) soll im folgenden mit einem der bekannten Verfahren in der Zeit
diskretisiert werden. Dabei kennzeichnen in den folgenden Abschnitten obere Indizes (Superskrip-
te) die Losungen zu bestimmten Zeitpunkten, z. B. ist W™ = W (,,), wobei W (¢) die Losung des
semidiskreten Problems sei. Um die Notation iibersichtlich zu halten, sind die Verfahren meist nur
fiir den ersten Zeitschritt, das heifit fiir W' und W° angegeben; die Umsetzung fiir allgemeine
Wt und W™ ist offensichtlich. Bei Gleichungen, die sich ausschlieBlich auf den ersten Zeitschritt
beziehen, ist dies explizit angemerkt.

Wie iiblich bezeichne k die Zeitschrittweite. Im allgemeinen wird k£ = k,, d.h. variabel zu
wihlen sein. Da nur Einschrittverfahren beschrieben werden, sei der Einfachheit halber auf den
Index verzichtet.

2.1.1 Das #-Verfahren
Das 6-Verfahren auf (2.3) angewandt 148t sich wie folgt schreiben:

Wl _ WO
p <T> +0BW' + (1 -6)BW? =0. (2.4)
Durch Umschreiben! Lt sich die gleichzeitige Losung zweier gekoppelter Losungen vermeiden
und man gelangt zu zwei Teilschritten:

(p+ E202 A)u' = pu® + kpo® — E6(1 — 6) Au°

2.5
pvt = pv® — kO Aut — k(1 — ) Au® (25)

Durch die Wahl von 6 lassen sich aus (2.4) verschiedene bekannte Verfahren gewinnen:

e 6 = 0: Bei dieser Wahl ist (2.4) die Diskretisierung der kontinuierlichen Gleichung durch das
explizite EULER-Verfahren. Als explizites Verfahren hat es den Vorteil, dafl keine Differen-
tialgleichung im Ort gelost werden muf, das heifit W' hiingt explizit von W ab und kann
durch Matrix-Vektor-Multiplikationen gewonnen werden. Der wesentliche Nachteil des Ver-
fahrens liegt in der Kopplung der Zeitschrittweite an die Gréfle der kleinsten Zellen, die darin
begriindet liegt, dafl aufgrund des expliziten Charakters Information pro Zeitschritt nur iiber
hochstens eine Zelle transportiert werden kann; soll die Ausbreitungsgeschwindigkeit richtig
wiedergegeben werden, so darf die Zeitschrittweite nicht zu groff gew#hlt werden.?

IDie Umformung erscheint auf den ersten Blick offensichtlich. Thre Richtigkeit it sich aber nur in der schwachen
Formulierung zeigen, da nur dann die unterschiedlichen Rdume, aus denen u und v kommen, korrekt behandelt
werden konnen; vgl. Abschnitt 2.3.3.

2Im Fall gleichfésrmiger Gitter gilt dariiberhinaus die COURANT-FRIEDRICHS-LEWY-Bedingung (vgl. [13]), die den
Verlust der Stabilitdt des Verfahrens beschreibt, falls fiir Zeitschritt £ und Gitterweite h die Beziehung ck < Ch
verletzt ist, wobei ¢ die Ausbreitungsgeschwindigkeit sei. Die Konstante C' ist von der Ortsdiskretisierung abhéngig
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Letzteres ist eine Bedingung, die den Einsatz im Umfeld adaptiv verfeinerter Gitter aus-
schliefit, da die kleinsten Zellen sehr klein werden koénnen, wenn stark lokalisierte Eigen-
schaften der Lésung gut aufgeltst werden sollen.

Das explizite EULER-Verfahren ist von erster Ordnung.

e § = 1: In diesem Fall entsteht das implizite EULER-Verfahren. Es ist stark A-stabil und
ebenfalls von erster Ordnung. Falls fiir den Koeffizienten a(x,t) = a(x) gilt, und da wir
die homogene Wellengleichung betrachten, ist dieses Verfahren identisch mit dem unstetigen
GALERKIN-Verfahren nullter Ordnung, DG(0).

Das implizite EULER-Verfahren hat den bedeutenden Nachteil, dafl es stark dissipativ ist,
d.h. daf es die Losung gléttet und damit zu einem unphysikalischen Verlust an Energie im
System fiihrt; es kommt damit nicht als Kandidat fiir eine sinnvolle Implementation infrage.

e 0= %: Mit dieser Wahl ergibt sich das CRANK-NI1COLSON-Verfahren. Es ist von zweiter Ord-
nung und A-stabil, aber leider nicht stark A-stabil, was sich im Auftreten von Oszillationen
bei Storungen zeigen kann. Typische Storungen sind beispielsweise eine starke Verdnderung
des Gitters; da die dadurch ausgeldsten Oszillationen aufgrund der fehlenden Gliattungsei-
genschaften der Wellengleichung und des Zeitschrittverfahrens nicht gedampft werden, ak-
kumuliert sich im Laufe der Rechnung ein , Untergrundrauschen, das bei der Auswertung
schwacher Signale storen kann. Aufgrund der Elliptizitit der in jedem Zeitschritt zu 16sen-
den Gleichungen miissen bei der Stérung durch Gitterdnderung Ort der Storung und Ort
der Oszillationen nicht identisch miteinander sein.

Vorteile des CRANK-NICOLSON-Verfahren sind seine hohere Ordnung und vor allem die feh-
lende Dissipativitéit, die die Energie auf ungestorten Gittern exakt erhilt. Das Verfahren
148t sich als PETROV-GALERKIN-Verfahren schreiben, was in Abschnitt 2.4 zur Herleitung
von Fehlerschétzern verwendet werden wird.

Aus (2.4) 148t sich auf die Energie E' = 3 ((aVu', Vu')q + (pv',v')q) zum neuen Zeitschritt
zumindest teilweise in Abhiingigkeit von der Energie E® im letzten Zeitschritt berechnen. Nach
trivialer Rechnung erhélt man

E'=E"+ g(l —26) [(Vvo,aVul)Q - (Vvl,aVuo)Q] ,

was erklédrt, weshalb das CRANK-NICOLSON-Verfahren die Energie erhlt.

2.1.2 Das Fractional-Step-0-Verfahren

Fiir die Gleichung (2.3) schreibt sich das Fractional-Step-6-Verfahren (im folgenden mit FS-6-
Verfahren abgekiirzt) als Dreischrittverfahren:

W - wo

o (-
W1—0 _ WG
(M

) + aBW? + BOBW° = 0,
) + B0'BW' =0 + ' BW? =0, (2.6)

1 _ 1-6
p <%> + afBW! + BBW Y =0,

und liegt in der Groflenordnung von 1.

Die CFL-Bedingung wird iiber die Griéfie der Eigenwerte der Systemmatrix hergeleitet. Fiir gleichférmig ver-
feinerte Gitter ist der Zusammenhang zwischen Gitterweite h und den Eigenwerten bekannt, nicht jedoch fiir
lokal verfeinerte Gitter. Ein im Verhéltnis zu den kleinsten Zellen zu grof§ gewéhlter Zeitschritt kann daher unter
Umsténden trotzdem ein stabiles Verfahren ergeben, das beschriebene Problem mit der numerischen Ausbreitungs-
geschwindigkeit bleibt jedoch bestehen.
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mitf =1-— %\/ﬁ, 0 =1-20, % < a < 1lund 8 =1—-a. Betrachtet man fiir einen Moment wieder
die Ortsabhéngigkeit mit, so gelten fiir u die Randbedingungen

u’(x) = gn(x,0),
ue(x) = gD(X7 tl - ek)a

ur 0 (x) = gp(x,t; — Ok), @7

u'(x) = gp(x.t1),

fiir x € 9Q. Fiir NEUMANN-Randbedingungen gilt analoges. Die ungewdhnlich erscheinende Aus-
wahl der Zeitpunkte, zu denen die Randfunktion ausgewertet wird, ergibt sich formal aus der
Herleitung des Verfahrens; sie hingt damit zusammen, daff «? und u'~? keine Approximationen
zweiter Ordnung zu u(6k) und u(t; — 0k) sind.

Durch Umsortieren der beiden Gleichungen analog zu oben 148t sich das Fractional-Step-6-
Verfahren (2.6) wie folgt schreiben:

(p + a20%k> A)u’ = pu® + 0kpo® — aBO? k> Au®
pv? = po® — abkAu® — Bk AU
(p+ 207 A)u' = = pul + 0'kpv® — B8 Au®
vt~ = po? — ' kAU 0 — ab' kAU®
(p+ a?02k2 A)ut = pur =% + 0kpv' =0 — apO? k> Aut—?
pvt = pu!' =0 — abkAut — Bk Aut 0

Im allgemeinen wéhlt man « so, da o = 80', d.h. o = %, da dann die Systemmatrizen der drei
Teilschritte identisch sind. Diese Wahl von a vertrégt sich mit der obengenannten Einschrankung.

Das Verfahren ist von zweiter Ordnung und stark A-stabil. Letztere Eigenschaft zusammen mit
der Tatsache, daf} es nur sehr geringe Dissipativitit besitzt, machen es zu einem nahezu idealen
Kandidaten fiir das untersuchte Problem. Dagegen stehen jedoch die aufwendige Analyse sowie die
Tatsache, daf} es sich nicht als GALERKIN-Verfahren schreiben 148t, was fiir die Fehlerschitzung
notig wire.

Das FS-6-Verfahren wurde urspriinglich als Operator-Splitting-Schema fiir die Losung der
NAVIER-STOKES-Gleichungen entwickelt [8]. Analysen des Verfahrens finden sich in [28, 24], An-

wendungen in [27] und den darin aufgefithrten Referenzen.

2.1.3 Vergleich der Zeitschrittverfahren

Zur Wahl des Zeitschrittverfahrens wurden einige Tests durchgefithrt, um die verschiedene Ver-
fahren zu vergleichen.

Beispiel 1. Zuerst wurden auf einem regulédr verfeinerten Gitter die Anfangs- und Randwerte
folgendermaflen gewihlt:

u(x,0) = sin(27x) sin(27y) x € Q=(0,3) x (0,1),
v(x,0) =0 x € (,
u(x,t) =0 (x,t) € 00 x (0,T).

Die Koeffizienten p und a waren dabei jeweils konstant eins. Die Losung ist die (6, 2)-Eigenschwin-
gung des Gebietes,

u(x,t) = sin(2v2xt) sin(27z) sin(27y).
Die Gesamtenergie sollte den konstanten Wert E = 672 haben.? Im allgemeinen ist die Wahl von
Eigenmoden nicht reprisentativ fiir die Auswahl von Verfahren, da sie zu viele spezielle Eigen-
schaften haben; insbesondere kann die projizierte Losung Eigenvektor der Systemmatrizen sein.

3Der genaue Wert der Energie spielt hier keine wirkliche Rolle, da man eigentlich nur mit der Energie in der auf
das Gitter projizierten echten Losung vergleichen darf.



8 KAPITEL 2. NUMERIK DER WELLENGLEICHUNG

70 T T T

Crank-Nicolson
Euler implizit -------
thetal=theta2=0.7 --------
thetal=0.5, theta2=1 -
Fractional step ——-—
wahre Energie -—-----

Energie
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Abbildung 2.1: Vergleich der Energie bei verschiedenen Zeitschrittverfahren bei requlir verfeiner-
tem Gitter und glatter Lésung (Beispiel 1).

Da es in diesem ersten Beispiel aber nur darum geht, einige der Verfahren auszusortieren, ist die
Wahl zu rechtfertigen. Der Vergleich der verbleibenden Verfahren miteinander erfolgt an einem
praxisrelevanteren Beispiel.

Die Losung ist beliebig glatt und zeigt keine ortlich verdnderlichen Eigenschaften wie laufende
Wellen. Die Zeitschrittweite betrug k& = 0.02 (fiir das FS-6-Verfahren wurde der Vergleichbarkeit
halber k = 0.06 gewihlt), das Gebiet wurde in 192 quadratische Zellen mit h = 1/8 aufgeteilt.
Die Grobheit des Gitters reicht sicher nicht aus, um feinere Einzelheiten der Losung aufzulésen,
geniigt aber um einige der Verfahren schon auszusortieren.

In Abbildung 2.1 ist der Verlauf der Energie in der numerischen Losung fiir verschiedene Ver-
fahren tiber knapp drei Perioden der Eigenschwingung aufgetragen. Man erkennt die zu erwartende
Abnahme der Energie beim impliziten EULER-Verfahren aufgrund dessen Démpfungseigenschaf-
ten und dafl auch die anderen aus dem 6-Verfahren hergeleiteten Methoden aufler dem CRANK-
NicorLsoN-Verfahren diese Eigenschaft besitzen. Die Wellenlinie entspricht einem Verfahren, bei
dem die beiden Gleichungen (2.4) mit unterschiedlich gew&hlten Parametern #; und 6, diskre-
tisiert wurden; dieses Verfahren ddmpft kinetische und elastische Energie unterschiedlich stark,
wodurch die Schlangenlinie zustandekommt. Beim CRANK-NICOLSON-Verfahren bleibt die Ener-
gie auf mindestens sechs Stellen konstant, wenn das Gitter konstant bleibt. Die Konstanz der
Energie ist unabhingig vom Verhéltnis von Orts- zu Zeitgitterweite, das heifit es existiert kei-
ne storende CFL-Bedingung. Die Zeitschrittweite kann daher an der Zeitskala der aufzulésenden
Ph&nomene orientiert werden. Die Kurve des FS-6-Verfahrens liegt praktisch auf der des CRANK-
Ni1coLsoN-Verfahrens, allerdings verliert das Verfahren hier in jedem Zeitschritt etwa einen Anteil
von 6 - 1075 der Energie. Da eine typische Simulation etwa 200 Zeitschritte benétigt, ist dieser
Fehlerbeitrag im allgemeinen tolerierbar.

Beispiel 2. In einem zweiten Beispiel wurde das Problem mit folgenden Anfangs- und Rand-
werten gestellt:

@ fiir |x| < s
u(x,0) =9 22 fir s < x| < 25 x€Q=[-1,1]
0 sonst
v(x,0) = x€Q, (2.8)

(x.1) € 9Q x [0,T].

Die Losung ist eine kreisférmige, aus dem Zentrum herauslaufende, nicht stetig ableitbare Welle.
Im Beispiel wurde s = 0.1, der Koeffizient a unstetig zu a = 4 fiir y > %, a=1sonst,und p =1
gewdahlt.
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Abbildung 2.2: Vergleich der Energie beim CRANK-NICOLSON-Verfahren (links) und beim Frac-
tional-Step-0- Verfahren (rechts) auf adaptiv verfeinerten Gittern. Koeffizient und Ldsung sind
nicht glatt (Beispiel 2).

In Abbildung 2.2 sind CRANK-NICOLSON- und FS--Verfahren einander gegeniibergestellt, wo-
bei die Zeitschrittweiten auf & = 0.02 bzw. & = 0.03 gesetzt wurde. Die Rechnung wurde auf
adaptiv verfeinerten Gittern mit jeweils in etwa gleichen Zellzahlen bei den beiden Verfahren
durchgefiihrt, wobei mehrere Durchliufe* gemacht wurden. Fiir den Vergleich ist im wesentlichen
nur der letzte Durchlauf wichtig; die vorhergehenden geben jedoch Aufschluf} iiber die Stabilitéits-
eigenschaften der Zeitschrittverfahren. Als Fehlerindikator wurde ein einfacher Energieschitzer
nach KELLY, GAGO, ZIENKIEWICZ und BABUSKA der Form

nic = Chlln- a(x)Vun)lljx (2.9)

verwendet, vgl. [23]. Fiir jede Zelle wird dabei der Sprung der Konormalenableitung [n - a(x)Vup,]
zur Nachbarzelle iiber den Rand integriert. Eine kurze Begriindung fiir diesen Fehlerindikator wird
in Abschnitt 2.4.4 gegeben.

Aus den schon recht glatten Kurven des letzten Durchlaufs erkennt man, daff das FS-6-
Verfahrens am Anfang zu einem stérkeren Energieverlust als das CRANK-NICOLSON-Verfahren
fiihrt. Die Vermutung, dafl die dissipativen Eigenschaften des Verfahrens eine sichtbar stérkere
Glattung von Unstetigkeiten der Losung oder ihres Gradienten konnte nicht bestétigt werden. Die
letztliche Ursache ist unbekannt.

Trotz der Tatsache, dafl pro Zeitschritt drei Gleichungssysteme gelost werden miissen, dieser
Aufwand aber der pro Zeitschritt nur einmal nétigen Projektion der Losungen des vorigen Zeit-
schritts sowie der Fehlerschitzung gegeniibergestellt werden muf}, liegt der numerische Aufwand
bei den Zeitschrittweiten 0.02 bzw. 0.03 in etwa der gleichen Gréflenordnung.

In der Abbildung ist andererseits die bessere Stabilitét des FS-6-Verfahrens zu sehen, die sich
im glatteren Verlauf der Kurve und durch die weitgehend fehlenden Spriinge in den spiteren
Durchldufen zeigt. Der Effekt ist besonders deutlich in der jeweils mittleren der drei Kurven zu
sehen. Diese Spriinge werden durch die Storung hervorgerufen, die die Verdnderung der Gitter
darstellt.

Im Prinzip wére das Fractional-Step-6-Verfahren ein sehr guter Kandidat fiir das zu verwen-
dende Zeitschrittverfahren. Es hat allerdings den Nachteil, daf} es sich im Gegensatz zum CRANK-
NicoLsoN-Verfahren nicht als GALERKIN-Verfahren schreiben 148t. Damit fillt auch die notwendi-
ge GALERKIN-Orthogonalitit weg und die Abschétzung des Fehlers mittels eines dualen Problems
ist nicht mehr moglich. Da dieser Punkt das Verfahren fiir die Zwecke der Fehlerschétzung im we-
sentlichen ausschliefit, wird im folgenden nur noch das CRANK-NICOLSON-Verfahren verwendet.
Beide Verfahren zeigen bei zunehmender Gitterverfeinerung, d.h. in den spéteren Durchliufen,

4Zur Bedeutung des Wortes ,Durchlauf*: Die Verfeinerung erfolgte so, daf in einem ersten Durchlauf alle Zeit-
schritte nacheinander auf dem Grobgitter gerechnet wurde, im nédchsten Durchlauf alle Zeitschritte auf einem einmal
verfeinerten Gitter, usw. Details dazu sind in Abschnitt 4.5 zu finden.



10 KAPITEL 2. NUMERIK DER WELLENGLEICHUNG

bessere Stabilitatseigenschaften und Konvergenz gegen eine konstante Energie, so daf} die Wahl
des CRANK-NI1COLSON-Verfahrens trotz der guten Eigenschaften des FS-6-Verfahrens vertretbar
ist.

2.2 Ortsdiskretisierung
Durch die untersuchten Zeitschrittverfahren entstanden jeweils zwei Gleichungen der Form

(p+ o A)u' = apu® + Bpv° + yAu°, (2.10)
pvt = pv° + vAut + XA, (2.11)

wobei o, a, B, v, v und A vom Verfahren und von der Zeitschrittweite abhingige Konstanten
sind, deren Wert hier auBer dem positiven Vorzeichen von ¢ o k? keine Rolle spielt. Es gelte
wieder A = —V - a(x)V. Die ortliche Diskretisierung dieser Gleichungen wird in der schwachen
Formulierung durchgefiihrt, die man durch Multiplikation der Gleichungen mit einer Testfunktion
1 und Integration iiber das Gebiet Q erhilt. Betrachtet man Gleichung (2.10), so lautet das
Problem nun:

Finde u' € W, so daf fiir alle 1) € W gilt:
(pu', ) + oa(u', ) = a(pu’,¢) + B(pr°, ¥) + ya(u®, ). (2.12)

Die Frage der richtigen Funktionenrdume ist in Kapitel 2.3 diskutiert. Es sei (pu,v) = [, puv dzx
und a(u,v) = [, aVuVu dz der Term, der durch partielle Integration von (Au, v) entsteht. Wegen
der geforderten Eigenschaften von a(x) und p(x) sind a(-,-) und (p-,-) symmetrische, positiv
definite Bilinearformen. Sind inhomogene NEUMANN-Randwerte vorgeschrieben, mufy die rechte
Seite noch um einen Randintegralterm ergéinzt werden.

Losungen von (2.10) sind selbstverstiandlich auch Losungen von (2.12), jedoch nicht notwen-
digerweise umgekehrt, da die variationelle Formulierung (2.12) geringere Differenzierbarkeit als
(2.10) von der Losung fordert (dafiir wurde die partielle Integration durchgefiihrt). Die Wellen-
gleichung garantiert nur eine Losung, die genauso glatt ist wie Rand- und Anfangswertdaten, im
allgemeinen also u € L? mit zus#tzlichen Annahmen iiber die Existenz einer Spur auf dem Rand
und von Anfangswerten; im Rahmen dieser Arbeit sei aber in den meisten Féllen u(-,t) € W C H!
angenommen, wobei H! der Raum der Funktionen sei, deren (schwacher) Gradient noch quadra-
tintegrabel ist.

Die Diskretisierung im Ort wird nun so durchgefiihrt, daf} wir die Losung nicht mehr im
unendlichdimensionalen Raum W suchen, sondern in einem endlichdimensionalen Raum W) und
die Testfunktionen ebenfalls aus einem endlichdimensionalen Raum 7} wihlen. Die Dimension Np,
der beiden Rdume muf} iibereinstimmen. Das volldiskrete Problem lautet damit:

Finde uj, € Wy, so daf fiir alle 1y, € T}, gilt:
(puns ¥n) + oaluy, ) = alpup, ) + B(pvp, n) + ya(up, ¥n). (2.13)

Fiir die Ortsdiskretisierung werden hier nur Anséitze mit W), = T), (R1TZ-GALERKIN-Verfahren)
untersucht; Verfahren mit W), # T}, heilen PETROV-GALERKIN-Verfahren und werden in dieser
Arbeit fiir die Zeitdiskretisierung mit dem CRANK-NICOLSON-Verfahren verwendet.

Wegen der Endlichdimensionalitiit der Riume kann man eine endliche Basis {¢;(z)} " von W),
definieren und die Losung als uj = >, ulp;(x) darstellen, wobei die {ul}M" den Losungsvektor
bilden. Testet man nun mit einer der Funktionen ¢, = ¢;, so erhélt man die Gleichung

> ui(pgir i) + 0y ujalpi, ;) = fj,
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mit der aus (2.13) entstandener rechter Seite f;. Da es N, linear unabhéngige Testfunktionen gibt,
gibt es auch genausoviele Gleichungen, so daf} (2.13) dquivalent zum linearen Gleichungssystem

(M +cA)u=f

ist, mit den Matrizen M;; = (pyi,¢;) und A;; = a(p;, ;) und den Vektoren u = {u;} und
f = {f;}. Die Losung dieses Gleichungssystems erfolgt mit einem der iiblichen Verfahren der
linearen Algebra, hier mit dem CG-Verfahren, das mit dem JACOBI- oder dem SSOR-Verfahren
vorkonditioniert wird. M und A sind aufgrund der Symmetrie des L2-Skalarprodukts und der
Bilinearform a(-,-) und wegen W) = T}, ebenfalls symmetrische Matrizen, so dafi die Losung
abgesehen von der Grofie des Problems keine Schwierigkeiten bereitet. Mehrgitterverfahren sollten
in der Lage sein, die Gleichungssyteme erheblich effizienter zu l6sen, konnten aber aus Zeitgriinden
im Rahmen dieser Arbeit nicht implementiert werden. Der Aufbau der Matrizen M und A erfolgt
durch numerische Quadratur. Die Aufstellung der rechten Seite ist in Abschnitt 4.2 beschrieben.

Die Diskretisierung der Gleichung (2.11) erfolgt ganz analog und liefert das Gleichungssystem

Mv' =g,

mit dem Koeffizientenvektor v! = {v}} und der aus (2.11) entstandenen rechten Seite g = {g;}.

Im Rahmen dieser Arbeit wird fiir den endlichdimensionalen Raum W}, der Raum der global
stetigen Funktionen gew#hlt, die sich auf jedem Element K als Polynom schreiben lassen, wobei
in jedem Summand die Potenz der einzelnen unabhingigen Variablen hochstens gleich r sei. Es
werden Polynomgrade bis r = 4 verwendet. Das Gebiet wird in Viereckselemente aufgeteilt, die
wegen der besseren Approximationseigenschaften gegeniiber Dreiecken gew#hlt wurden und weil
sie sich leichter auf drei Raumdimensionen verallgemeinern lassen.

In der Praxis werden immer Randwerte fiir 4! und v' vorgegeben. Diese werden erst nach der
Aufstellung der linearen Gleichungssysteme gem#fi dem in Abschnitt 4.3 beschriebenen Verfahren
behandelt.

2.3 Volldiskretisierung in einem Schritt

In diesem Abschnitt soll eine rigorose Ableitung der Volldiskretisierung gegeben werden, wobei
keine Reihenfolge bei der Diskretisierung der Orts- und Zeitrichtungen mehr angenommen wird.
Zu 16sen sei wieder das System (2.2)

<pp:jtt>+<2t _Op><:j>:0 xeOtel,

u(-,0) = (),

v(+,0) =0°()

u(x,t) = gp(x,t) xel'p CcoNtel,
n-aVu(x,t) = gn(x,t) x €'y =00\I'p,t €1,

mit A = =V - (a(x)V:). Fiir die exakte Losung w = (u,v) gelte w € W. Die exakte Struktur
der Losungsriume ist kompliziert und sei hier nicht erértert; wir nehmen W C H! (I, H'(Q)) x
H'(I,L*(Q)) an.® Da die Losungen im allgemeinen genauso glatt sind wie Anfangs- und Randwer-
te, entspricht das in etwa der Annahme stetiger Randwerte und Anfangswerte aus H'(Q) x L2(12),
was mit der physikalischen Anschauung in den meisten Féllen iibereinstimmt.

Wir iiberfithren die Differentialgleichung in eine schwache Form durch Multiplikation mit einer
Testfunktion t = (p,1) € W, Integration iiber ¥ = Q x I und partielle Integration:

vt (o F)w (0 9)t), g =0 wew e

5Die Schreibweise mit HILBERT-Riumen ist dem Problem unangemessen, da nicht klar wird, dal Informations-
und damit Regularitdtstransport entlang von Charakteristiken stattfindet; die Regularitét ist entlang von Charak-
teristiken hoher als senkrecht dazu. Dies mathematisch exakt auszudriicken ist aber kompliziert und nicht Thema
dieser Arbeit.
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Wir suchen eine Approximation w;, € W), zu w in einem endlichdimensionalen Raum W, C W,
die Losung der folgenden Gleichung sein solle:

0 —p 1 0
(PWh,t th)y + <<aV 0 ) W, <0 V) th>Z - (gN.,z/)h)Fle =0, Yty € Tn. (2.15)

Der Testraum 7, hat dieselbe Dimension wie W, mufl aber nicht notwendigerweise mit ihm
iibereinstimmen.

Fiir die Diskretisierung mit dem CRANK-NICOLSON-Verfahren in der Zeit und mit LAGRAN-
GE-Elementen im Ort wihlen wir die Riume wie folgt. Sei dazu I = |J,, I, I, = (tn—1, 5] eine
Zerlegung des Zeitintervalls und T" = {K} eine Zerlegung von € in Vierecke, die die tiblichen
Bedingungen (shape regulamty) erfiille. Sei Q"(K) der Raum der Funktionen, die auf dem Ein-
heitselement & = [0, 1]% polynomial bis zur (Bi-, Tri-)Ordnung r sind, d. h. die sich gemiB

co + crox + cory + crixy firr=1,d=2,
i Z ox® = co+c10x+001y+011xy+cz0x2—|—
ot 0122y + c1a2y® + coay? + cop?y?  fiir r =2,d =2,

max; o; <71

mit einem Multiindex a und Koeffizienten ¢, darstellen lassen; alternativ lassen sie sich als Produkt
von Polynomen in z und y mit jeweils der Ordnung r schreiben. Sei auflerdem Q" (T") das Bild
von Q" unter der (bi-, tri-)linearen Transformation von der Einheitszelle K auf die Zellen der
Triangulation T"; da im Rahmen dieser Arbeit keine krummlinig berandeten Gebiete betrachtet
werden, ist diese Transformation ausreichend. Damit definieren wir Ansatz- und Testraum:

Wi = {wp = (up,vn) : wi(x,t) stetig,
wi (), € (QT(T") U Q" (T" 1)’
wi(tn) € (Q(T™)?, (2.16)

h
wp(x,t)|r, linear in t,
up = gp auf I'p},

Tn = {th = (¢n. ¥n) : ta(:,t) stetig auf Q,
ty(x,t)|7, konstant in ¢,

tn (1)1, € (Q"(T))?,
¢on=0auf T'p}.

wp, muf} im Innern der Zeitintervalle aus der Vereinigung zweier Finite-Elemente-Riume kommen,
was weiter unten bei der Behandlung von héngenden Knoten in der Zeit erldutert.

Aus der Formulierung (2.14) konnte man annehmen, dafl die Geschwindigkeit v keine Rand-
werte auler den natiirlich in der Formulierung enthaltenen benétigt. Allerdings zeigen numerische
Experimente, dal das Problem dann nicht L2-stabil ist und Oszillationen am Rand auftreten,
sobald eine Welle diesen trifft (vgl. Abbildung 2.3). Die Amplitude der Oszillationen nimmt mit
kleiner werdender Gitterweite wie etwa h~! zu, die Wellenléinge betréigt fiir lineare Elemente zwei
Gitterabstinde. Die fehlende L2-Stabilitét beinhaltet, dafi das Problem auch in der Energienorm
instabil ist, wie in Abbildung 2.4 unten zu sehen ist; die Amplitude der Instabilitit in der Energie
ist ebenfalls von der Ordnung h~!. In der Auslenkung u sind keine Instabilitéiten erkennbar.

Die Instabilitéiten verschwinden, wenn man fiir v;, auf I'p die Beziehung v, = 0;gp fordert,
wobei die Zeitableitung mit dem gleichen Verfahren wie bei der ganzen Gleichung diskretisiert sei.
Entsprechend muf} (2.17) um ¢, = 0 auf I'p erweitert werden.

Um aus der Formulierung (2.15) und den Rdumen (2.16) und (2.17) ein Zeitschrittverfahren
zu erhalten, wihle man t; so, dal es aulerhalb von I,, verschwinde und innerhalb konstant sei.
Da wy, stetig und linear in der Zeit sein sollte, gilt mit (2.15) fiir alle t;, = (o, ¥n) € (Q.(T™))?

. . kn ([0 — n-1y (10
(pwit = pwii ™ tn) g + 5 ((av 0p) (Wi +wi™). (0 v) th) BRARCL
Q
(2.18)

(2.17)
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Abbildung 2.3:
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Abbildung 2.4: Vergleich der Energieverliufe ohne (links) und mit (rechts) Behandlung der Rand-
werte fiir die Geschwindigkeit v.

Das ist wieder die Ortsdiskretisierung mit finiten Elementen der mit dem CRANK-NICOLSON-
Verfahren semidiskretisierten Gleichungen (2.4).

Da T, C W, gilt (2.14) auch fir alle t, € 7p, und wir erhalten durch Subtraktion von (2.14)
und (2.15) die GALERKIN-Orthogonalitiit fiir den Fehler e = w — wy,

0 —p 1 0 B
(pet,th)s + <<aV 0 > e, <0 V) th>Z =0, Vt, € Th, (2.19)

die wir fiir die Fehlerschitzung ben6tigen werden.

2.3.1 Hingende Knoten im Ort

Der in dieser Arbeit verfolgte Ansatz zur Adaptivitit verwendet Gitter, bei denen Zellen regulér
verfeinert werden, ohne daf} die entstehenden Knoten auf den Kanten auf der néichsten Zelle
durch sogenannte ,, Abfangzellen® zu reguléren Knoten gemacht werden. Der Grund dafiir ist, daf}
die Konstruktion von Abfangzellen auf Vierecksgittern verhéltnismifig kompliziert ist und daf
die mit dem verwendeten Verfahren entstehenden Gitter gut fiir Mehrgitteralgorithmen geeignet
(vgl. [4, 22]); im Rahmen dieser Arbeit wurde davon allerdings kein Gebrauch gemacht.

Stattdessen belassen wir die hdngenden Knoten im Gitter (vgl. Abbildung 2.5) und assoziieren
mit ihnen spezielle Basisfunktionen. Dazu gibt es im wesentlichen drei Moglichkeiten:

o Nichtkonformer Ansatz: man definiert die Basisfunktionen wie iiblich zellweise und nimmt
die eventuelle Unstetigkeit an der Grenzfliche zwischen Zelle 1 und den Zellen 2 und 3
in Kauf. Gegegebenenfalls kann man einen Strafterm fiir die Unstetigkeit in die schwache
Formulierung einfiigen. Dieser Ansatz fiihrt in den meisten Féllen zu einem nichtkonformen
Ansatzraum.
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Abbildung 2.5: Einfaches Gitter mit hingendem Knoten.

e Assoziation einer Basisfunktion auf den Zellen 1 bis 3 zum Knoten 3. Dadurch ist ein steti-
ger Ansatzraum gewéhrleistet; auf den Zellen 2 und 3 sind die Basisfunktionen wie {iblich,
auf der Zelle 1 ist eine spezielle Basisfunktion zu wéihlen und die Basisfunktionen zu den
Knoten 1 und 2 sind entsprechend zu modifizieren. Dieser Ansatz hat die Nachteile, daf3
die Basisfunktionen des feinen Gebiets bis in das grobe Gebiet hineinreichen, was die Im-
plementation eines Mehrgitterverfahrens erschwert, und daf3 die Basisfunktionen auf einer
Zelle unter Umsténden von den Nachbarn abhédngen, was einen erhohten algorithmischen
Aufwand bedeutet.

o Elimination der Basisfunktion zum Knoten drei. Dieser Weg hat den Vorteil, dafl die Ba-
sisfunktionen weiterhin zellweise definiert werden konnen, wie auf reguliren Gittern iiblich
und dafl daher praktisch kein zusétzlicher algorithmischer Aufwand bei der Verwaltung des
Ansatz- und Testraums nétig ist. Die Basisfunktion kann nach Aufbau der Matrizen und
Vektoren eliminiert werden.

In der vorliegenden Arbeit wurde der dritte Weg gewéhlt; die Details der Implementation und der
Elimination der Basisfunktionen zu hingenden Knoten sind in Abschnitt 4.4 zu finden.

2.3.2 Hingende Knoten in der Zeit

Um die globale Stetigkeit des Ansatzraumes zu gewéhrleisten, ist es notig, hingende Knoten in
der Zeit geeignet zu interpretieren. Unter einem hingenden Knoten in der Zeit sei dabei ein Kno-
ten des ortlichen Gitters verstanden, der im vorhergehenden oder nachfolgenden Zeitschritt nicht
vorhanden ist. Im wesentlichen stehen wieder die gleichen Mdglichkeite wie oben offen, allerdings
mit folgenden Unterschieden:

e Nichtkonformer Ansatz: in diesem Fall ist der Ansatzraum in der Zeit unstetig und man
muf} das Zeitschrittverfahren um Sprungterme ergéinzen; das ist fiir die unstetigen GALER-
KIN-Verfahren (DG(r)) zur Zeitdiskretisierung iiblich, im Rahmen des CRANK-NICOLSON-
Verfahrens aber nicht nétig.

e Asgsoziation einer Basisfunktion zu diesem Knoten. Dies ist der Weg, der hier beschritten
werden soll. Er 14uft darauf hinaus, daf die Basisfunktionen im Innern der Zeitintervalle als
stetiger Ubergang zwischen den Basisfunktionen der diskreten Zeitpunkte betrachtet werden
miissen; Basisfunktionen, die auf einem der beiden Endpunkte des Intervalls keinen Knoten
haben, werden auf dieser Seite als konstant Null angenommen, leben aber im Inneren und auf
der anderen Seite. Das Zeitschrittverfahren behélt seine Form bei und muf} nicht modifiziert
werden.

¢ Elimination der Basisfunktion. Dieser Weg ist ebenso moglich wie der obige, verlangt jedoch
eine explizite Behandlung der Basisfunktionen zu hingenden Knoten in der Zeit und bedeu-
tet damit zusétzlichen algorithmischen Aufwand. Insbesondere ist schwierig, dafl auf diese
Art Kopplungen zwischen mehr als nur zwei aufeinanderfolgenden Zeitschritten eingefiihrt
werden; man mufl dabei neben dem letzten auch auf den vorletzten Zeitschritt zugreifen, was
den Vorteil der Umschreibung zu einem System erster Ordnung in der Zeit zunichte machen
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wiirde. Der grofiere Nachteil ist jedoch, dafl dieser Knoten ja extra eingefiigt wurde, um
eine hohere Auflésung zu erzielen, jetzt aber erst ab dem néchsten Zeitschritt zur Verfiigung
steht; wihrend das bei der Verfeinerung im Ort wegen der relativ groflen Verfeinerungsge-
biete hinnehmbar ist, ist es hier stérender und wegen der Vorteile des zweiten Weges nicht
empfehlenswert.

2.3.3 Entkopplung der Gleichungen

Gleichung (2.18) enthélt zwei miteinander gekoppelte, endlichdimensionale Gleichungssysteme fiir
u} und v}, die man erhélt, wenn man mit t, = (¢4, 0) und t, = (0, ¢s) testet:

_ k _
(pupy — puj, 1,99h)9—7”(pv2+pv2 " on)q =0.
_ k _
(pUZ —p’l)z 17¢h)9 + — (av(ug +U’Z 1)av¢h)g - (gN7¢h)FNX[ =0.

2

Da nach (2.17) der Raum der vy, die pj enthilt, kann man die zweite Gleichung, fir ¢, = ¢,
betrachtet, nach (pv}, ¢n)g, auflésen und das Resultat in die erste Gleichung einsetzen. Man erhélt
dann zwei entkoppelte, nacheinander l6sbare Gleichungen:

(puh @)o + = (aVug, Vi) = (pup ™" @) + Fn (oo 0)g

2 . k
_Z(avuz ,VQD) +§(9N7§0)1"N><]n'/

n n—1 kn n n—1

(pvh-,l/)h)g = (pvh 7¢h)9 - 7 (av(uh+uh )'/v/wh)g'i_(gNawh)FNxI‘

Diese Umordnung ist analog zur Bildung des SCHUR-Komplements eines Block-Gleichungssystems.
Die erste Gleichung ist eine HELMHOLTZ-Gleichung mit ,,gutartigem® Vorzeichen; sie verursacht
den meisten numerischen Aufwand beim Losen. Die zweite Gleichung ist nur noch eine L2-
Projektion, die mit geringem Aufwand zu I6sen ist.

Verwendet man die urspriingliche Definition der Ansatz- und Testrdume, so ist klar, dafl es
nicht moglich ist, die erste in die zweite Gleichung einzusetzen, da der Raum der ¢, kleiner als der
der vy, ist. Fordert man die zusétzlichen Randbedingungen, so sind die beiden Rdume gleich und
die umgekehrte Einsetzung ist moglich; sie bringt aber aufler einer eingesparten Matrix-Vektor-
Multiplikation pro Zeitschritt keinen Vorteil.

Die beschriebene Entkopplung der beiden Gleichungen ist fiir das allgemeine 6-Verfahren und
fiir das Fractional-Step-A-Verfahren ganz analog moglich.

2.4 Fehlerkontrolle

In diesem Abschnitt soll ein a posteriori Fehlerschiitzer fiir den Fehler zwischen der exakten und
der numerischen Losung beziiglich eines beliebigen Funktionals hergeleitet werden. Dieser Schétzer
soll ausschlielich die numerische Losung verwenden, so daf er den Fehler wirklich schitzen kann
und nicht wie die klassischen Fehlerindikatoren aufgrund der Abhingigkeit von der unbekannten
exakten Losung den Fehler nur anzeigen kann.

Aufgrund der Ergebnisse aus 2.1 kommen unter den betrachteten Zeitschrittverfahren nur das
CRANK-NICOLSON- und das Fractional-Step-6-Verfahren in Frage. Da die Herleitung des Feh-
lerschétzers darauf beruht, daf§ sich die Diskretisierung der Gleichung als GALERKIN-Verfahren
schreiben 148t, kann auf diesem Weg nur ein Schétzer fiir das CRANK-N1COLSON-Verfahren gefun-
den werden.

2.4.1 Vorbemerkungen und Notationen

In der Praxis interessiert an einer gefundenen oder berechneten Lisung oft nicht die Losung selbst,
sondern eine daraus berechnete Gréfie. Im Kontext der Wellengleichung kénnten das beispielsweise
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die Energie zu einem Zeitpunkt T

E(u) = % [(put('vT)aut('aT))Q +a (u(vT)vu(aT))Q] )

der integrierte Energieflufl durch eine Kurve C

d(u) = /[)T/Cut(aVu) n ds dt,

oder eine beliebige andere Grofle sein. Die numerisch zu kontrollierende Quantitit ist dann der
Fehler in dieser Grofle; es ist also beispielsweise zu garantieren, dafl |E(u) — E(up)| < Tol, das heifit
daf die aus der numerischen Losung uj berechnete Energie E(up) um nicht mehr als Tol von der
echten Energie E(u) abweicht. Da wir die exakte Losung v und damit E(u) im allgemeinen aber
nicht kennen, erscheint die Forderung nicht verifizierbar. Das im folgenden vorgestellte Verfahren
wird aber zeigen, daf} es trotzdem selbst dann moglich ist, eine Schétzung des Fehlers zu erhalten,
wenn nur uy bekannt ist.

Der Mechanismus zur Aufstellung des Fehlerschiitzers verlangt, dafl die zu kontrollierende
Fehlergrofie ein lineares Funktional J(-) der Losung w = (u,v) ist. Sei J(-) die interessierende
GroBe (also z.B. J = E oder J = ®), so wire J(e) = J(w) — J(wp). Im Zusammenhang
der Wellengleichung sind allerdings die meisten Groflen quadratisch in der Losung, weshalb eine
Linearisierung um die Lésung vorgenommen wird. Das Fehlerfunktional J(-) muf dazu so gewhlt
werden, daB J(e) ~ J(w) — J(wy). Fiir die beiden obigen Beispiele sind die Funktionale mit
t = (p,¢) und w = (u, v) beispielsweise durch

jg(t) = {(pvalp)ﬂ + (GV’U/, V(}Q)Q}t:Ta
~ T
JE(t) = /0 /c (v(aVy) -n+¥(aVu) -n) ds dt,

gegeben, da

JE(e) = E(w) — E(wp) + 1{(av(u —un), V(u—un))g + (p(v —vn), v — ”h)ﬂ}t:T’

2
T
J2(e) = ®(w) — B(wp) +/0 /c(v —vp)(aV(u —up)) -n ds dt.

In der Praxis hat die Linearisierung statt um w natiirlich um wyj zu geschehen, was aber nichts an
der Tatsache &ndert, daB fiir e — 0 auch J(e) — J(w) — J(w},). Eine genauere Betrachtung der
Linearisierung ist in Abschnitt 2.4.6 zu finden. Die vom Algorithmus zu garantierende Grofie ist
mit diesem Ansatz J < Tol, in der Hoffnung, daB dann auch fiir den Fehler in der urspriinglichen
GroBe J(w) — J(wy) < Tol gilt.

2.4.2 Exakte Fehlerdarstellung

Sei W = (u1,9) die Losung des dualen Problems
(pte, W)qy + b(t, W) = J(t) YVt e W, (2.20)

wobei J(-) wieder das Zielfunktional sei (bzw. J, falls die AuswertungsgroBe nichtlinear ist). Da
J linear in t und aus physikalischen Griinden ein beschrianktes Funktional sein sollte, erhilt man
etwas Einblick in die Struktur der dualen Lésung, wenn man beachtet, dafl sich J nach dem
Rieszschen Darstellungssatz durch J(t) = (j,t)q,; = (ji.t1)qy; + (J2,t2)qy mit einem j(x, 1)
aus dem zum Losungsraum dualen Raum darstellen 148t. Durch partielle Integration und einige
Umformungen findet man, dafl w die Gleichungen

—puy — V- aVu = jp,
—pU¢ — Pl = Ja2,
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oder nach ineinandereinsetzen

pug — V- aVu = j1 — jay (2.21)

erfiillt.’ Diese Wellengleichung ist in der Zeit riickwirts zu l6sen; ihre Losung beschreibt, mit
welchen Gewichten ein Raum-Zeit-Punkt zum Ergebnis J(w) beitridgt. End- und Randwerte fiir
w sind durch die unter Umsténden singuldren Gewichte j gegeben; man beachte auch die Vertau-
schung der Rollen von % und v.

Aufgrund des dualen Problems gilt fiir den Fehler in der Zielgréfie

J(e) = (per, W)axr + be,W).
Mit der GALERKIN-Orthogonalitit (2.19) 148t sich ein beliebiges Wy, = (s, o) € Ty einschieben:”

‘](e) = (pet', w— Wh)QX] + b(E., W — V_Vh)

= (th,W - Wh)QXI + b(W,W —wp) — (pwhﬂ;,v_v — Wh)QxI - b(Wh,W — Wh)

=0, wegen (2.14)

Ekn == (PWhts W = Wp) g 1+ (PO, T — Tn) ey 1,
— (aVup, V(0 = 0n)) k1, + (N0 = O)(ryroK)x 1, }

Um diese Fehleridentitét auch als Indikator zur Gitterverfeinerung verwenden zu kénnen, mufl der
Fehler besser lokalisiert werden; dies geschieht durch partielle Integration des dritten Terms, so
dafl wir mit der Definition eines Sprungterms

n-a(Vup|x — Vup|y) firy C 0K,y ¢ 09,
[n-aVup] =< 2n-aVuy|g fir vy C 9K,y C I'p,
2(n-aVuh\K—gN) fﬁr’yCBK.,’yCI‘N.,

wobei J das zu K benachbarte Element mit gemeinsamer Seite v sei, schreiben kénnen:

N
J(e) = Z Z gl\’ﬂl
n=1 KeTn
Exm=—(pWnt, W — V_Vh)len + (pvp, @ — ﬂh);\’xln
1 (2.22)
+ (V-aVuy,v — ﬁh)KxI" -3 ([n . aVuh],ﬁ — ’Dh)@KxI" .

Beachtet man, dafl sowohl ¢ als auch o, auf I'p Nullrandwerte haben, dann kann man die zweite
Zeile der Definition des Sprungterms auch Null setzen.

Der Grund fir die partielle Integration liegt darin, daff wir |Ex | als Indikator fiir die Verfei-
nerung der Zellen verwenden wollen.® Wihrend die Darstellungen in den geschweiften Klammern
oben und (2.22) natiirlich summiert den selben Wert ergeben, sind die Beitrége der einzelnen Zel-
len unterschiedlich und insbesondere von verschiedener Konvergenzordnung, was man sieht, wenn

6Die Gleichung ist im schwachen Sinn zu verstehen, da die j im allgemeinen keine starke Losung zulassen. Die
differentielle Form wurde nur zur Illustration der Art des Problems gewéhlt.

"Man beachte, daff W bisher in keiner Beziehung zu W, der exakten dualen Lésung, stehen muf. Insbesondere
sei nicht impliziert, da} wj, durch die numerische Losung eines Problems entstanden sein muf.

8Man braucht die Betragsstriche, da man ansonsten nicht weiff wie man mit Zellen verfahren soll, bei denen die
Fehlerbeitrige unterschiedliche Vorzeichen haben.
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man den obigen Indikator SNK,n beispielweise fiir eine im Innern von Q gelegene Zelle K partiell
integriert:

~ 1
Exm = Exn = 5 (- a(Vun|k + Vunls), o = On)agxr, »

wobei J wieder die jeweils zu K benachbarte Zelle sei. Im Grenzfall h — 0 geht der Sprungterm
in &k, gegen Null, wogegen der erste Faktor im letzten Term der letzten Gleichung gegen etwas
Konstantes geht.

Die Darstellung (2.22) ist noch nicht sehr hilfreich, da die exakte duale Lésung W unbekannt
ist. Um (2.22) doch noch auswerten zu konnen, gibt es jedoch verschiedene Mdoglichkeiten (fiir
statische Probleme vergleiche [6]), die im folgenden diskutiert werden sollen.

2.4.3 Auswertung mit h6herem Ansatzgrad

Ersetzt man die exakte duale Losung w durch eine Approximation, die man aus der numerischen
Losung des dualen Problems erhilt, so 148t sich die Fehleridentitit ndherungsweise auswerten. Es
reicht dabei nicht aus, die duale Losung mit dem gleichen Verfahren wie das primale Problem

zu berechnen, da sich dann der Fehler durch Wahl von wj = v‘vgf) zu Null auswerten liefle (vor-

ausgesetzt, v_vy) liegt in 7;), was natiirlich keinen sinnvollen Fehlerschitzer ergibe. Approximiert

_ . . .. _ (r+1 . . . . ..
man aber w durch eine numerische Lésung W;L + ), die mit einem um eins héheren Polynomgrad

auf jeder Zelle, aber gleicher Ordnung in der Zeit und auf dem gleichen Orts-Zeit-Gitter erhalten
wurde, so 1483t sich die Fehleridentitéit (2.22) ndherungsweise auswerten. Fiir wj, setzen wir

_ ]' r — (7 — (7
Fuly, = 578 (¥ () + 9 (1)

d.h. die Interpolation auf den Ansatzraum des primalen Problems. Man beachte, dafl w; auf
jedem Intervall I, in der Zeit konstant sein muf}, da wj € Tj. Die Wahl der Interpolation anstatt
der Projektion auf den niedrigeren Polynomraum ist nicht optimal; das gilt vor allem fiir r = 1,

da in diesem Fall (W;LTH) — V_Vh) (-, t) fiir festes ¢ auf jeder Zelle entweder eine positive oder

negative Funktion ist und wir somit Weghebungseffekte durch wechselnde Vorzeichen auf einer
Zelle (wie wir sie beispielsweise durch eine Projektion erhalten kénnten) nicht nutzen kénnen. Der
Grund fiir die Wahl der Interpolation liegt darin, daf§ W, stetig im Ort sein mufl und dafl wir das
durch lokale Interpolation auf jeder Zelle erreichen konnen, nicht jedoch durch eine Projektion. Es
wurde kein Versuch unternommen, durch globale oder patchweise Projektion die Verwendung des
Fehlerschétzers zur Gittersteuerung noch zu optimieren.

Zur Auswertung des Fehlerschétzers beachten wir, dafl wy, ; und wy, auf jedem Intervall kon-

stant in der Zeit sind. v‘vELTH) wird als auf jedem Zeitintervall als linear in der Zeit angenommen

(das entspricht der Auswertung des Zeitintegrals mit der Trapezregel); diese Annahme ist sogar

exakt, falls die v‘vgfﬂ) durch Zeitdiskretisierung mit dem CRANK-NICOLSON-Verfahren erhalten

wurde. Die gleiche Annahme gelte fiir gy. Man erhélt dann fiir die einzelnen Terme von (2.22)
die folgenden Ausdriicke (die Superskripte (r + 1) an v_v;fH) seien im folgenden weggelassen, um

Platz fiir die den Zeitschritt bezeichnenden Superskripte zu haben; alle W, auf der rechten Seite
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sind in Wirklichkeit w'""):

_(PwmtaV_V_V_Vh)KX]n = /
o 1 n (r) a1
(pvn, U= Un) ey g, ~ K 1 (ﬂ(vh +op ), (1= 7,7 (ay + @

1 n 1 = = 1
+ I (p(op —op="h), ap — iy~ }

(V- a¥(ag +up™), (0= )@+ 777h)

o =

(V ~aVup, v — ﬂh)k’xln ~ k{

g
A

1 o k
-5 (In-aVu],o — vh)aKX]n ~ —2{

1 n— —~1 —~n—
+E(V-aV(u — ), o — o 1)K}

(el +up ), (L =T} + 7))

| =

K
+—1 (aA(uff —up=), o0 — o)) }
12 h s Yh h K

((va) Vg +u ), 0 -2)@p + 27 7Y)

RNy

1 n— =N =-n—
+ﬁ ((Va)-V( Uy — up Y, o — Y I)K}’

I

(In-aV(uj +up )L @ -7 @7 +577)

1 n— =n —n—
-I-ﬁ([n-aV(u —uy 1)],vh—vh 1)61(}'

Die einzelnen Terme werden mit einer Quadraturformel der Ordnung r + 2 ausgewertet. Der dritte
Term ist fiir allgemeine Gitter etwas kompliziert, da bei der Transformation der zweiten Ableitung
auf die Einheitszelle Ableitungen der JACOBI-Matrix und des Koeffizienten auftreten; diese lassen
sich aber a priori als Funktion der Eckpunkte der Zellen angeben, so dafl die Auswertung ohne
numerische Differentation moglich ist.

Die Auswertung der einzelnen Terme ist auch dann méglich, wenn die Zelle K zwischen ¢,,_1
und ¢, vergrobert oder verfeinert wurde; das Verfahren ist analog dem in Abschnitt 4.2 beschriebe-
nen, jedoch komplizierter. Insbesondere ist die Auswertung bei Vergréoberung programmtechnisch
ausgesprochen aufwendig, was an der Anwendung der Interpolation I}(LT)V_V”’1 liegt; da die Inter-
polation auf den Testraum Q" (T") durchgefiihrt werden muf}, kann sie bei Vergroberung nicht auf
den kleinen Zellen des alten Gitters geschehen, auf denen W™~! definiert ist, sondern nur auf der
entsprechenden, groberen Zelle des neuen Gitters und ist somit nichtlokal, was die Programmierung
erheblich kompliziert. Zu beachten ist auch, daf§ im Falle der Vergréberung die Gradienten im In-
nern einer Raum-Zeit-Zelle K x I,,, K € T", unstetig sein konnen, so dafl zusitzliche Sprungterme
auftreten.

Die Verfeinerung von Zellen ist dagegen einfach zu behandeln, da die Auswertung der Interpo-
lation aufgrund der Einbettung der Raume auf den jeweils kleinsten Zellen durchgefiihrt werden
kann.
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Aufgrund der geschilderten Probleme mit dem Term I }(Lr)v_v”_1 erscheint es naheliegend, statt
der obigen Wahl von wy, die folgende Interpolation zu nehmen:

Wil = LW (1)

Dadurch lassen sich die geschilderten Probleme umgehen, allerdings um den Preis, dafy der Feh-
lerschitzer lokal nicht die maximale Ordnung zeigt (es fehlt eine k-Potenz), so daf} die erzeugten
Gitter unter Umstédnden nicht optimal sind.

2.4.4 Abschitzung mit dem Bramble-Hilbert-Lemma
Einfache Abschitzung

Schreibt man (2.22) etwas um, so erhilt man

Exm = —(punt — pop, i — Up) ;- — (pont =V -aVup, 0 —0y) .
( )I\ XTIy, ( )I\ XTIy
T 2 (2.23)

1 L
2 ([n-aVug],v - ’Uh)aKXI"

Die ersten beiden Terme sind Residuenterme, der letzte mifit die Glattheit der numerischen Losung.
Dies schétzt man nun mittels der CAUCHY-SCHWARZschen Ungleichung ab:

N
TEI<S S €k

n=1 KeTn

< lrillesr, 8 = @nllg g, + 2]

i

KxI, ||77 - 77h||Kx1n

+3 lm- aVulllggsr, 10 = Onllog s, -

‘gl\’,n

Wir wollen den Fehler so scharf wie moglich abschiitzen und versuchen daher, ein wy, € T, nahe an
der exakten dualen Losung W zu wihlen, also zum Beispiel die Interpolation wp|;, = I,(f)v_v(tn,l)
oder die Projektion wp, = Il w.

Im Falle der Interpolation lassen sich die Terme mit w — Wj mit dem BRAMBLE-HILBERT-
Lemma und einer Erweiterung fiir Polynome mit unterschiedlichem Grad in Orts- und Zeitrichtung
(siehe zum Beispiel [7] und [19]) wie folgt abschétzen:®

KxI, + k:l-H H&ZUA{LHKXI,1 + hrBle ||vr+1ﬂ||1\’><1n) )

sty < C (Il

xxty < C (Il
1
10 = Onllggr, < Chy® ([0 —

|2 — @l

|5 — o wxr, Thn |‘8I+1D||I\’x1n +hi ||vr+1l_)||1\’><ln) -,

KXI" + hI\’ ||v(’l§ - 'Dh)| KXI")

1
S Ch;’2 (kn ||6t|

KxI, + knhK

Vol k) -

Hinreichende Glattheit von w, z. B. w € H™*1(Q x [0, T]) wurde hier vorausgesetzt; in der Praxis
ist allerdings oft weniger gegeben, insbesondere bei lokalisierten Fehlerfunktionalen (Kantenin-
tegrale, Punktauswertungen). Die Abschéitzungen bleiben im wesentlichen giiltig, wenn man die
nicht mehr existierenden Ableitungen durch niedrigere Ableitungen ersetzt und den Exponenten
der h- und k-Potenzen entsprechend erniedrigt. Da in der numerischen Praxis die exakte duale
Losung W ohnehin durch eine auf numerischem Weg erhaltene, sowie Ableitungen durch Differen-
zenquotienten ersetzt werden, verlieren die obigen Abschitzungen ihren Wert nicht und es sei an
dieser Stelle auf die Uniibersichtlichkeit der Verallgemeinerung auf fehlende Regularitét verzichtet.

9Man verwende fiir die ersten beiden Ungleichungen [19, Satz 2.3.7] mit u = (0,7,7). i bezeichnet die Polynom-
grade des diskreten Testraums 7; in der Zeit- und den beiden Ortsrichtungen. Mit der iiblichen shape regularity-
Bedingung an das Gitter kann man die Ableitungen in x- und y-Richtung zusammenfassen und erhélt nur noch
Terme mit hg statt hy und hy. Fiir den dritten Term verwende man den Spursatz.
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Unter der Annahme, dafl die Abschitzungen in der obigen Form giiltig sind, 148t sich ein
Fehlerschétzer n geméf

N
WZCZ Z NK,n

n=1KeT» (2.24)

d 1,h 2,k 3
nl"7n=h k (panIsn+pBnwKn+pBnwKn_'_panBn_'_panIsn)’

mit den Residuen und Gewichten

b= h P

pKn ||T1||K><In )

Wi, m = = hy"Phg ' (HﬂtHlen +hy, |07 a HBXI )

1,h _ gr+l17-1 1,k r+1-d/2; —1/2
pKn =hy k, = hy ky

PR n ||T1||K><In )
—d/2 _
WI\ n=hg P, 1/2 ”le“”len ’
/2
Pt = PR sl e,

2,k d/2
B v el (LA PO /el

Ix’x]n)'f
k 1—d/2
pKn _ hr+1k 1 %{n — hr+ / k 1/2 ||T2||K><I" ’

d/2 1/2 Hvr+1 -

WI\n—hA U”len’

1. a0 _
p = Shi" "kl aVallpge. s, -

= hi R (10l g, + Pac 190 cr,)

definieren; d bezeichne die Raumdimension. Es ist aus der Herleitung offensichtlich, daf} |.J(e)| < #,
d. h. dafl wir n nutzen kénnen um die Gréfie des Fehlers nach oben hin zu garantieren. Die Vorfakten
der Gewichte w}‘n wurden so gewéhlt, daf} sie fiir Ag, k, — 0 gegen kontinuierliche Funktionen
gehen; der gemeinsame Faktor hi.k, wurde aus den Gewichten und Residuen gezogen, damit die
Summe im erwéhnten Grenzfall gegen ein Integral geht.

Durch Aufsummation erhélt man eine globale Ordnung von O(k + h"*1). Das ist offensichtlich
suboptimal, da die Konvergenzordnung des CRANK-NI1COLSON-Verfahrens O(k?) ist; das Problem
liegt hier darin, dafl wir die BRAMBLE-HILBERT-Abschétzung auf Elemente der Testraume T und
Tr angewendet haben, wihrend die quadratische k-Ordnung im Raum Wj, liegt. Ein Ansatz, die
Ordnung des Fehlerschétzers der des Problems anzupassen, wird im néichsten Abschnitt skizziert.

Fiir Elemente mit ungeradem Ansatzgrad ist bekannt, dafl die Terme mit dem Zellresiduum,
d.h. p!' und p? gegeniiber dem Kantenterm p* von hoherer Ordnung sind und daher im Limes
vernachlissigt werden konnen [30]. Verwendet man noch eine a priori Stabilitdtsabschitzung der
dualen Losung der Form w? < Cs(k, u), was bei der Abschéitzung des Energiefehlers im allgemeinen
moglich ist, so erhidlt man einen Schitzer der Form (2.9), was seine ad-hoc Verwendung plausibel
macht.

Getrennte Abschitzung fiir Zeit- und Ortsgitterweite

Man kann das eben beschriebene Problem der falschen Konvergenzordnung umgehen, wenn man
statt der Interpolation w;, = Z}(Lr)v‘v eine Interpolation mit Projektionscharakter wahlt. Dieser
Ansatz sei hier nur kurz skizziert, Details sind in [6] fir statische und in [19] fiir die Anwendung
auf das CRANK-NICOLSON-Verfahren zu finden.
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Durch diese Wahl von W, 148t sich daneben auch eine Trennung der h- und k-Potenzen in
den Beitriigen zu nk , erreichen, vergleiche [7, 19], womit es moglich ist, die Fehler, die durch die
Orts- bzw. Zeitdiskretisierung entstanden, zu trennen. Dadurch ist es méglich, lokale Verfeinerung
in Ort und Zeit unabhingig voneinander adaptiv durchzufiihren, je nachdem, welcher Teil des
Fehlerschiitzers den grofleren Beitrag liefert.

Zur Herleitung eines entsprechenden Fehlerschitzers verwenden wir die Interpolation mit Pro-
jektionseigenschaften Z7 aus [19], die folgende Eigenschaften hat:°

o Es gelte Iy = f,(Ll)P?", wobei P} die Projektion in der Zeit auf stiickweise konstante Funk-
(1)

tionen und 7:'h1 die im folgenden beschriebene Interpolation im Ort ist.

e Zur Definition der Interpolation im Ort unterteilen wir das Gebiet Q so in Makrozellen
K, daB jede Makrozelle genau einmal verfeinert werden muB, um zum feinsten Gitter zu
kommen. Jeder Zelle K 18t sich so eindeutig eine Makrozelle K zuordnen, die sozusagen
ihre Mutterzelle ist.

o Der Einfachheit halber beschréinken wir uns in der folgenden Beschreibung auf zwei Raum-
dimensionen. Jede Makrozelle besteht dort aus vier Kindzellen und umfafit somit 9 Knoten.
Die Interpolation ist nun so definiert, daf} sie in den vier Eckpunkten den Punktwert der zu
interpolierenden Funktion auswertet, den vier Seitenmitten der Makrozelle den Mittelwert
der beiden umliegenden Eckpunkte zuordnet und dem Knoten in der Mitte einen solchen
Wert zuweist, dafy die Differenz zwischen einer beliebigen Funktion und ihrer Interpolieren-
den den Mittelwert Null hat:

(u — 7Dy, ¢)B =0 Vi € Po(K). (2.25)

Diese letzte Eigenschaft verleiht der Interpolation einen Projektionscharakter, da der Fehler
senkrecht auf dem Raum der Funktionen steht, die auf jeder Makrozelle konstante Werte
haben.

Im Inneren jeder der vier Zellen der Makrozelle ist die Funktion die bilineare Funktion mit
den oben definierten Werten in den Knoten.

o Die Erweiterung auf beliebige Raumdimensionen ist offensichtlich; aufgrund der Konstrukti-
on iiber Makrozellen pafit sich die Interpolation natiirlich in das Umfeld adaptiv verfeinerter
Gitter ein.

Fiir weitere Details siche [19, Abschnitte 2.4.1 bis 2.4.3]. Die Wahl dieser relativ komplizierten In-
terpolation ist nur fiir die Abschéitung relevant, sie mufy nicht tatsichlich ausgewertet werden. Diese
Interpolation wurde so gewiihlt, dafi sie die Vorteile der Interpolation (lokale Fehlerabschiitzungen)
und der Projektion (der Fehler steht senkrecht auf bestimmten Riumen) in sich vereint.

Mit der so definierten Interpolation Z7 lidBt sich nun wieder ein Fehlerschitzer herleiten, wie
am ersten Zellresiduenterm in (2.23) demonstriert sei. Dazu spalten wir zuerst in einen Orts- und
einen Zeitanteil auf:

(rl,a—iTﬂ) =(r,a-Plua), , + (rl,P?"ﬂ—fTﬂ)

KxI, KxI,

Die beiden Terme werden nun nacheinander behandelt. Im ersten Term beachten wir daf3 der
Fehler der Projektion P senkrecht auf dem Raum Py(I,) steht und die Stabilitét der Projektion

10Tn [19] ist die Interpolation fiir beliebige Polynomgrade des Testraums beschrieben. Da wir hier aber nur an
einem Fehlerschétzer fiir das CRANK-NICOLSON-Verfahren interessiert sind, gilt das folgende nur fiir den Spezialfall
in der Zeit stiickweise konstanter Testfunktionen. Da in der zitierten Arbeit nur bilineare Elemente untersucht
werden, seien diese auch im folgenden verwendet; die Erweiterung auf héhere Ansatzgrade ist offensichtlich, aber
technisch, und sei hier deshalb unterlassen.



2.4. FEHLERKONTROLLE 23

[P all, <cCllly,:
(ri,u— PP u) :(Tl’a_PIOna)KXIn

= (7’1 — P?"rl,ﬂ — P?"’u)

KxI,
KxI,

(=P, [ < [ =P, o= Pl de
K

KxI,

<c / min {711, +kn 19111, } kn B0l d
K
< Chypmin {71l g > Bn 101l e} 10|l g -

Fiir den zeiten Summanden oben gilt einerseits

(rl,PIOnﬂ - iTa)le

< [ Wl -2 Pl ar
In K
andererseits aber aufgrund der Projektionseigenschaft (2.25):

> (rl,P?a—iTﬂ) :(rl,P?a—iTﬂ)_
s " KxI, " KxI,
KeK

= (n.(-7")Pp a)

- (rl — 7, (1 - i,gl))P}’na)

KxI,

KxI,

= — i, (1 =T\ PY @) _dt
/]n (Tl Tla( h ) Inu)ﬂ, )

wobei 71 ein beliebiges Element aus PO(K x Ip) sei. Wir wollen 7, als Interpolation von 7y auf
diesen Raum auffassen: da dieser jedoch nicht auf K, sondern auf K definiert ist, kann man 7
nicht lokal aus r; berechen und es kann auf K keine Abschitzungen der Norm von ry — 7y geben;
das Integrationsgebiet mufite daher auf den ganzen Patch erweitert werden.

Nimmt man nun eine ndherungsweise Gleichverteilung der Fehler auf den einzelnen Zellen eines
Patches an, d. h.

0 - 7 - —d 0~ 7 -
r, Pl u—17T u) ~ 2 (rlPu—I u)
( 7 T KxI, Z~ " T K><In’
KeK

so gilt

(7’1, PP — iTa)

S / min {||T1||K 72—(1 ||7,1 _ /,71“};,} H(]_ _ii(zl))PIOnﬂH]’ dt,
I, '

KxI,
und wir erhalten mit dem BRAMBLE-HILBERT-Lemma
lre = 7illg < Chi [Vrllz,

F(1)\ po = 2 25
H(l — I, )Pz,,UHK < Oh |Vl -
Damit gilt insgesamt

< Ciky (min {||7"1||Kx1n s kn ||6t7"1||1\’><1n} ||atﬂ||1\’x1n)

(7"1 L0 — iTﬂ)

KxI,
+ Cot (min il e, B 971 e, 1920 )

Die Auswertung der anderen Terme in (2.23) erfolgt analog; da man aufler im Summanden mit
den Spriingen auf den Zellkanten, bei dem durch die Verwendung des Spursatzes eine Vermischung
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der Potenzen verursacht wird, jeweils zwei Terme bekommt, von denen einer nur k-, der andere
nur h-Potenzen enthélt, 148t sich durch Vergleich feststellen, ob eine Verfeinerung des Orts- oder
des Zeitgitters die Genauigkeit mehr erh6hen wird.

Insgesamt erhélt man als Fehlerschétzer die folgenden Ausdriicke:

‘J(e)| < CZ Z NK,n;,

n KeTn»
3
_ 1d s,k sk s,h s,h
Ni,n = hckn E PR YK n T PE YK n (2.26)
s=1

mit den Residuen und Gewichten
1,k _ ,—d/2 .
pK7n - hK / k111/2 min {HrlHI\’xln 7kn ||8t7'1||1\’><1n} )

1,k —d/2, — _
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Die Skalierung der Gewichte w und der ganzen Summe wurden wieder wie oben gew#hlt, d. h. so,
daf im Limes h, k — 0 die w gegen eine kontinuierliche Funktion und die Summe gegen ein Integral
gehen. Bei der Zusammenfassung von h-Potenzen wurde kein Unterschied zwischen hyx und hj
gemacht, da sich die beiden nur um einen Faktor zwei unterscheiden; diese Konstante wurde in
die ohnehin unbekannte Konstante C' im Fehlerschitzer absorbiert. Eine Implementation in einem
Programm wird diesen Unterschied jedoch beachten.

Bei der Herleitung dieses Fehlerschétzers, der praktisch unveridndert aus [19] iibernommen
werden konnte, ist noch nicht beriicksichtigt, dafl bei Vergdberung auch im Inneren der Raum-
Zeit-Zellen K x I, unstetige Gradienten auftreten konnen. In diesen Fillen sind schon in (2.23)
zusétzliche Spungterme einzufithren und die Unstetigkeitsmannigfaltigkeiten aus den Gebietsinte-
gralen herauszunehmen.

In bisherigen Arbeiten wurden diese Modifikationen nicht vorgenommen oder iibersehen; in
der Praxis wird sich dieser Mangel jedoch meist nicht wesentlich bemerkbar machen, da die Ver-
groberung immer nur recht wenige Zellen betrifft und dartiberhinaus auch nur die, auf denen die
Losung im wesentlichen glatt ist, d. h. auf denen die Sprungterme klein sind. Die Implementation
dieser zusétzlichen Sprungterme in einem Computerprogramm wird, ebenso wie die Verwendung
der nichtlokalen Interpolation bei der Auswertung der exakten Fehleridentitét, wie sie in Abschnitt
2.4.3 dargestellt wurde, erhebliche Schwierigkeiten bereiten.
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2.4.5 Vergleich der beiden Wege der Auswertung

Im Programm, mit dem die Methoden dieser Arbeit umgesetzt wurden, wurde der Weg der Aus-
wertung des Fehlerschitzers mit einer genauer gerechneten dualen Funktion gewéhlt. Dieser hat
gegeniiber der Abschétzung mit dem BRAMBLE-HILBERT-Lemma die folgenden Vorteile:

e Im Prinzip sollte es moéglich sein, die Fehleridentitéit (2.22) quantitativ praktisch exakt aus-
zuwerten (die Genauigkeit des Fehlerschétzer sollte in etwa der selben Grofienordnung lie-
gen wie der Fehler auf einem einmal verfeinerten Gitter). Im Gegensatz dazu sind bei der
Abschétzung mit dem BRAMBLE-HILBERT-Lemma die Interpolationskonstanten noch unbe-
kannt. Durch einige analytische Uberlegungen kann man zeigen, dafl sie fiir quadratische
Zellen zwischen 0.1 und 1 liegen; durch Probieren in diesem Bereich kénnen sie dann so
gewdhlt werden, dafl sie bei einfachen Problemen, bei denen die exakte Ldsung bekannt
ist, den Effizienzindex des Fehlerschitzers (d.h. das Verhiltnis von geschitztem zu echtem
Fehler) auf Werte nahe eins bringen. Allerdings ist unklar, ob das dann auch bei realen
Problemen gilt, bei denen verzerrte Zellen, einspringende Ecken usw. vorkommen.

e Damit einhergehend ist die Mdglichkeit, das Vorzeichen des Fehlers anzugeben. In einigen
praxisrelevanten Fillen kann das von Vorteil sein, beispielsweise wenn mit einer Simulation
gezeigt werden soll, dafl ein vorgegebener Maximalwert nicht tiberschritten wird. In der
Praxis gibt der Fehlerschitzer das Vorzeichen des Fehlers bereits auf recht groben Gittern
immer richtig ist.

Den angefithrten Vorteilen stehen jedoch die folgenden Nachteile gegentiber:

e In der Praxis hat es sich gezeigt, dal scharfe Fehlerwerte nur mit grofem Aufwand zu er-
reichen sind. Dazu tragen sowohl mathematische Schwierigkeiten, insbesondere die Linea-
risierung nichtlinearer Fehlerfunktionale als auch praktische Griinde bei, zu letzterem vor
allem die Implementation von Interpolationen und Vergleichen iiber mehrere Zeitschritte
mit unterschiedlichen Gittern.

e Auf den ersten Blick erschien die Implementation des Fehlerschitzers auf diese Art einfacher.
Der Grund dafiir ist, da bei der Auswertung der Normen in den Gewichten wf. , Ableitungen
auftreten, die hoher als der Ansatzgrad sind, so daf} sie durch Differenzenquotienten auf dem
K umgebenden Patch von Zellen approximiert werden miissen; besonders stérend sind in
diesem Zusammenhang die hohen Zeitableitung bei der Verwendung von Elementen mit
héherem Ansatzgrad im Ort.

Diese Einschitzung muf} jedoch, zumindest fiir zeitabhéngige Probleme, aufgrund der Nicht-
lokalitdt der Interpolation revidiert werden, die allein fiir einen erheblichen Teil der Kom-
plexitit der Implementation verantwortlich ist.

o Schliefilich ist der ganz erheblich hohere numerische Aufwand zu beachten. Die Berechnung
der dualen Lésung mit einem quadratischen statt einem linearen Ansatz benotigt rund vier
Mal so viel Rechenzeit und -speicher und dominiert damit die verwendeten Ressourcen fiir
das primale Problem um ein Mehrfaches. Dieses Verhéltnis bessert sich zwar etwas fiir hGhere
Ansatzgrade, allerdings ist nicht klar, ob es immer ausreicht, die duale Losung dann noch mit
nur um eins hoherem Ansatzgrad zu rechnen. Der Grund ist der mit wachsendem r kleiner
werdende Abstand zwischen Q" (T) und Q" *!(T) im Vergleich zum Abstand zwischen Q" (T)
und dem kontinuierlichen Losungsraum; wird das Verhiltnis der Abstdnde zu klein, wird die
Ersetzung

1-7"w — (1 -7\")yw,

fragwiirdig.

Wie in Kapitel 5 gezeigt, ist der Aufwand in einigen Féllen trotzdem nur in etwa der selben
Groflenordnung wie bei der Verwendung eines einfachen Energiefehlerschitzers oder bei glo-
baler Verfeinerung, wofiir man immerhin eine Aussage tiber die Grofie des Fehler bekommt.
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Der Aufwand liefe sich aber erheblich senken, wenn man die duale Losung mit dem gleichen
Ansatzgrad rechnen wiirde wie das primale Problem. In der Praxis liefle sich der zusétzliche
Aufwand wohl kaum rechtfertigen.

Abschlielend muf festgestellt werden, dafy die Auswertung mit einer mit héherem Ansatzgrad
gerechneten Losung die Erwartung nicht erfiillen konnte. Fiir zukiinftige Probleme scheint die Ver-
wendung des mit dem BRAMBLE-HILBERT-Lemma hergeleiteten Fehlerschétzers daher sinnvoller.
Dafiir sprechen im wesentlichen die folgenden Argumente:

e In der Praxis hat es sich erwiesen, daf es oft nur wichtig ist, die Groflenordnung des Fehlers
zu kennen; in kritischen Féllen wird man ohnehin ein Mehrfaches des geschétzten oder be-
rechneten Fehlers als Sicherheitsmarge nehmen, so daf§ eine Ungenauigkeit durch die Wahl
der Interpolationskonstanten in vielen Fillen akzeptabel ist.

o Fiir Probleme aus dem Umfeld der Wellengleichung, aber auch fiir viele andere Proble-
me ohne Diampfung oder mit starken Nichtlinearititen ist der Aufwand zur Losung mit
yverniinftiger* Genauigkeit an der Grenze des mit der heutigen Rechnertechnik Erreichba-
ren. In diesen Fillen lassen sich die erheblich héheren Ressourcen, die hier zur Bestimmung
der dualen Losung verwendet wurden, weder rechtfertigen noch in vielen Féllen bereitstellen.

Ein fiir die Praxis wesentlich wichtigeres Kriterium ist, ob ein Problem durch die Verwen-
dung eines Fehlerschitzers auf eine hohere Genauigkeit bzw. tiberhaupt gelost werden kann.
Die Erfahrung bei der Arbeit am Programm hat gezeigt, daf} die erzeugten Gitter sich kaum
unterschieden, wenn statt dem beschriebenen Schétzer eine nur teilweise implementierte
Version (zum Beispiel nur die Gebietsresiduen ohne die Sprungterme) verwendet wurde.
Die exaktere Auswertung des Fehlerschétzers wird daher nur unwesentlich effizientere Gitter
produzieren konnen als bei der Verwendung des mit dem BRAMBLE-HILBERT-Lemmas herge-
leiteten Schitzers. Dagegen zeigt die Erfahrung, dafl die Verwendung eines dualen Problems
eine teilweise drastische Reduktion der benotigten Zellen bewirkte, wofiir hauptséichlich die
Gewichtung eines Raum-Zeit-Punkts mit seinem Beitrag zum Endergebnis verantwortlich ist;
in vielen Féllen ist bei hyperbolischen Gleichungen dieses Gewicht Null, namentlich wenn
der Punkt aulerhalt des Einflugebiets des Zielfunktionals liegt.

o Letztlich ist der Aufwand zur Implementation des in dieser Arbeit verfolgten Weges, wenig-
stens fiir zeitabhéingige Probleme, mindestens genauso hoch, wahrscheinlich sogar hoher als
der andere vorgeschlagene Weg.

2.4.6 Bewertung der Linearisierung nichtlinearer Zielfunktionale

Bei der Fehlerkontrolle waren wir an einer Auswertung 7 (w) der Lésung interessiert. 7 () konnte
dabei ein Punktwert, ein Integral, die Energie oder ein beliebiges anderes, nicht notwendigerweise
lineares Funktional sein. Abzuschitzen war der Fehler

J(w) = T (wn),

den man durch die Auswertung der numerischen anstelle der exakten Losung macht. Dazu mufite
ein lineares Funktional J() so gewihlt werden, dafl

J(e) = J(w —wy) = J(w) = J(wp) = T (W) = T (Wh)

gilt. Die richtige Wahl dafiir ist

J(w —wy) = [/0 (;—z(sw + (1 — s)wp)ds| (W —wyp), (2.27)
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d.h. die Differenz zweier Funktionalwerte ist die Intervallinge mal der mittleren Ableitung des
Funktional im Intervall.!' Da die exakte Losung nicht bekannt ist, wird als rechte Seite des dualen
Problems das gestérte Funktional
- { L5
0

J(w —wyp) = m(wh)ds} (W—wyp) = (;—i(wh,W—Wh) (2.28)

verwendet.'? Die Tilde kennzeichne im folgenden Gréfien, die mit diesem gestdrten Funktional

gewonnen wurden.
Die Differenz der beiden Funktionale ist nach dem gleichen Verfahren wie oben durch

76070 = [ [ L ow + 1= sywa) - 2 i )

=[] 52 w0 = opwa) 4 (= wayar tow o+ (1= pwi = wajas] 0

gegeben. Verwendet man die Linearitédt von (2521[27 in seinem zweiten Argument und substituiert ¢ =
rs im inneren Integral, so erhélt man fiir die Abweichung zwischen dem gesuchten Fehlerfunktional

und dem aufgrund der Linearisierung félschlicherweise erhaltenen Wert

AJ()=T() =) o

M { 01 O (r(w o+ (1= s)wn) + (1= rjwa) dT} (W — W) ds} 0

Uol { Os %Z (qw + (1 = q)wn) dq} (w — wh)ds} ()

1 862j
:/0 ; W(qw—}—(l—q)wh,w—wh,-)dq ds.

AJ(-) ist nun ein lineares Funktional, so daffl man wie schon in Abschnitt 2.4.2 gemifi dem
Rieszschen Satz ein Element Aj(w;x,t) des Dualraums mit AJ(¢)) = [ Aj(w, wp;x, t)¢(x,t) dedt
assoziieren kann. Mit J(-) und dem gestérten Funktional J(-) sind jeweils duale Lésungen w und
w verbunden, deren Differenz aufgrund der Linearitit der Wellengleichung durch eine GREENsche
Funktion G*(x,t;x',t') zum dualen Operator von Aj(w;x,t) abhingt:

T
Aw:w—w:/g/0 G*(x,t;x', t")Aj(x', t") da' dt
mit
aixt) ={ [ [ IR e (1= w0 da s |- (i) = w1,

wobei j durch J(¢) = [j(;x,t) - (x,t) dz dt definiert sei. Mit Aj gilt fiir die Abweichung
zwischen der gewiinschten Fehleridentitit (2.22) und der gestorten

Ekm = Ekn = — (PWht, AW — AWR) o 1+ (pvn, Al — Alip) e g

B B 1 B B (2.29)
+ (V- aVuy, Av — AVh) gy, — ) (- aVuy], Av - Avh)alen
Die Ableitung eines Funktionals F(3) an einer Stelle ug wird durch g—i(uo)(w) oder %—i(uo,w) bezeichnet; sie

ist ein lineares Funktional in . Ebenso ist die zweite Ableitung ‘;QTI;(UO,ul, ¥) das in u1 und ¥ lineare Funktional
der zweiten Ableitung an den Punkten ug und uj; die zweite Ableitung bezieht sich dabei auf das erste Argument
von g—i(umw).

In einigen Fillen kann man das exakte Funktional (2.27) verwenden, selbst wenn die kontinuierliche Lisung
w nicht bekannt ist; ein Beispiel dafiir ist in Abschnitt 5.2 gegeben. Diese Fille stellen aber in gewissem Sinne
pathologische Situationen dar, in denen die Verwendung des Fehlerschétzers zur Gitterverfeinerung genauer zu
diskutieren wére; darauf sei jedoch in dieser Arbeit verzichtet.
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fiir alle Awy,. Die Abweichung in der Fehleridentitat £x , — ENBn héngt daher vom Fehler e =
w — wy, linear ab, falls das Zielfunktional quadratisch ist, quadratisch falls 7 kubisch ist, usw. Sie
ist damit von einer Ordnung hoher im Fehler als das Zielfunktional; wie in Abschnitt 3 gezeigt
wird, ist der Linearisierungsfehler aber trotzdem nicht immer vernachléssighar.

Eine weitere Abschitzung von £k, — SNK,n wére hier wiinschenswert, ist aber schwierig, da
sowohl j als auch G* im allgemeinen singuldr sind und man nur schwer zu Aussagen in interes-
santen Normen kommt. Ein in diesem Fall gangbarer Weg wire, die Normen iiber die FOURI-
ER-Transformierten dieser Gréfien zu gewinnen, da diese in den meisten Fillen mehr Regularitiit
besitzen.

In der Praxis ist neben der Abschétzung des Fehlers, fiir die der hergeleitete lineare Zusam-
menhang mit dem Linearisierungsfehler gilt, wichtig, durch den Fehlerschétzer effiziente Gitter
zu erzeugen. Dieser Prozef ist leider nichtlinear, was dadurch zustande kommt, dafl die Fehler-
indikatoren fiir die einzelnen Zellen der Grofle nach sortiert und die Zellen in dieser Reihenfolge
verfeinert werden. Das fiihrt gelegentlich dazu, dal Zellen verfeinert werden, die weit ab von dem
Gebiet liegen, das fiir das Zielfunktional wichtig ist, selbst dann, wenn der Fehlerschitzer nur
mafBig schlecht den tatséchlichen Fehlerbeitrag approximiert. In diesen Fillen ist das Gitter fiir
den néchsten Durchlauf nicht besser als fiir den aktuellen, so dafl der Prozef} aus Gitterverfeinerung
und besserer Linearisierung nicht konvergiert; die erzeugten Losungen sind hiufig unbrauchbar.

Die Zielfunktionale im Kontext der Wellengleichung sind im allgemeinen entweder linear oder
quadratisch in der Losung; der lineare Fall stellt keine Probleme dar, wihrend der quadratische
Fall einer einfachen Variante der obigen Analyse zugénglich ist, da die Integrale in der Darstellung
von AJ(-) berechenbar sind. Wir betrachten als Beispielfall den Energieflufl durch eine Kurve:

T
J(w) = / /v(aVu) -n ds dt.
o Je
Fiir diesen gilt mit t = (p, ¥):

2 T
gT{ (gw+ (1 — Q)wWp, W — Wj, t) = /0 /c{w(aV(u —up)) + (v —v)(aVe)} -nds dt

und damit fiir die Abweichung des Fehlerschétzers vom Wert bei richtiger Linearisierung

T
AJ(e) = /0 /C(v —vp)(aV(u —up)) -n ds dt. (2.30)

Diese Grofie wird in Abschnitt 3.4.2 ndherungsweise ausgewertet; dort wird gezeigt, daf} in einigen
praxisrelevanten Fillen die Linearisierung so schlecht sein kann, dafy der Linearisierungsfehler A.J
in der gleichen Groflenordnung wie der Wert des Fehlerfunktionals liegen kann. Das hat im allge-
meinen zur Folge, dafl der Prozefl aus Gitterverfeinerung und Fehlerschidtzung nicht konvergiert,
da die Gitterverfeinerung keine genauere Losung des primalen Problems und damit auch keine
bessere Linearisierung im néchsten Verfeinerungsschritt bewirkt.

2.4.7 Bewertung der numerischen dualen Lésung

Unabhéngig davon, ob die Fehleridentitét nach dem in Abschnitt 2.4.3 vorgeschlagenen Verfahren
oder wie in Abschnitt 2.4.4 durch Abschétzung mit dem BRAMBLE-HILBERT-Lemma ausgewertet
wird, muf} die exakte duale Losung W durch eine auf numerischem Weg erhaltene Funktion ersetzt
werden. Im ersten Fall war es notig, die numerische duale Losung mit einem héheren Ansatzgrad
zu rechnen, im allgemeinen wurde er um eins grofler als der Ansatzgrad des primalen Problems
gewihlt; im zweiten Fall ist ein beliebiger Ansatzgrad moglich, meistens wihlt man jedoch den
selben wie fiir das primale Problem.

Die Ersetzung der exakten durch eine numerische duale Losung bewirkt einen zusétzlichen
Fehler bei der Auswertung der Fehlerschitzer. Wahrend klar ist, daf§ dieser Fehler von héherer
Ordnung als die Fehleridentitét ist, die wir gerade auswerten wollen, ist das Groflenverhiltnis
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+, (xLT) + (LT)

0 X 0 X x0 X

Abbildung 2.6: Darstellung der Problematik bei der Ersetzung der exakten dualen Lisung W durch
eine numerisch gewonnene Losung. Links exakte primale und duale Losungen; in der Mitte exakte
duale, aber numerische primale Losung; rechts numerische primale und duale Lisung. Weitere
Erliuterungen im Text.

dieser beiden Werte nicht offensichtlich. Im allgemeinen darf die Ersetzung nicht véllig unkritisch
durchgefiihrt werden, wie sich an folgendem Beispiel demonstrieren 148t:

Wir wollen annehmen, dafl die Anfangsbedingungen eine Welle gegebener Ausdehnung von
2o aus in eine vorgegebene Richtung loslaufen lassen. Der Einfachheit halber beschrénken wir
uns auf nur eine Raumdimension, so daf§ wir bei konstanten Koeffizienten den Weg der Welle
im 2z — t-Diagramm wie in Abbildung 2.6 links mit durchgezogenen Linien darstellen konnen.
Das Zielfunktional sei die Punktauswertung in (x1,7T); die exakte duale Losung ist dann durch die
avancierte GREENsche Funktion gegeben, deren Triger das durch die gepunkteten Linien begrenzte
Gebiet ist. In hoheren Dimensionen ist sie jedoch nur entlang der gepunkteten Linien von Null
verschieden, was wir im folgenden Annehmen wollen.

In der Mitte der Abbildung ist der Fall dargestellt, dal die primale Lésung auf numerischem
Wege gerechnet wurde, die duale Losung aber nach wie vor exakt bekannt ist. Aufgrund des in
Abschnitt 4.5.2 geschilderten Problems ist die numerische Ausbreitungsgeschwindigkeit héher als
die exakte; die Steigung der Begrenzungslinien des Trigers der primalen Lésung ist daher grofier
als im exakten Fall. Verfeinerung wird nun dort stattfinden, wo sich die Tréger von numerischer
primaler und exakter dualer Losung iiberlappen, d.h. im schattierten Bereich. Die Verfeinerung
wird dazu fiihren, daf} der linke Teil der Welle im néichsten Durchlauf ndher an der exakten Losung
ist, also insbesondere dafl die Abweichung der Ausbreitungsgeschwindigkeit geringer ist. Der rechte
Teil wird nicht verfeinert und behilt damit seine falsche Geschwindigkeit, was allerdings auch nicht
schlimm ist, da er ohnehin nicht zum Zielfunktional beitriagt.

Es ist offensichtlich, dafl bereits in diesem Fall mit exakter dualer Losung die Konvergenz ge-
gen die richtige primale Losung recht langsam gehen kann, da nur etwa in der ersten Hilfte des
Zeitintervalls (0,7 iiberhaupt Verfeinerung auftritt. Im besten Fall ist die numerische Losung
dort exakt, fiir groflere Zeiten jedoch ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit im nfichsten Durchlauf
ebenso falsch wie im ersten und man braucht mehrere Schritte, bis iiberhaupt erst das ganze
Zeitintervall verfeinert ist. Je grofler die Abweichung zwischen exakter und numerischer Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit ist, desto mehr Schritte sind nétig, um den ganzen Weg zwischen Ursprungs-
und Auswertungspunkt zu verfeinern.

Das Problem verschlimmert sich noch, wenn auch die duale Lésung numerisch gewonnen wer-
den muf} (rechter Teil der Abbildung): dann ist auch die Ausbreitungsgeschwindigkeit der dualen
Losung falsch und die Tréger der beiden Funktionen iiberlappen iiberhaupt nicht mehr in Berei-
chen, die fiir das Zielfunktional relevant sind. In diesem Fall wird der Fehlerschéitzer einen Wert
Null zuriickgeben und alle Zellen zu Zeiten vergrobern, die vor der Zeit liegen, wo sich der rechte
Teil der dualen Lésung und die primale Losung tiberschneiden. Es kann hier keine Konvergenz
gegen die richtige Losung geben.

Aufgrund der geschilderten Problematik ist es notwendig, die Verfeinerung mit dem dualen
Fehlerschiitzer erst dann zu beginnen, wenn schon gute Niherungen fiir die primale Lésung vor-
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handen sind und wenn das Gitter gut genug zur Berechnung der dualen Losung ist. In der Praxis
zeigt es sich, daf} es fiir letzteres nicht ausreicht, die duale Losung auf der Schnittmenge der Trager
der beiden Losungen gut zu approximieren, sondern daf es notig ist, das Gitter auch geeignet an
die duale Losung anzupassen (vgl. Abschnitt 4.5.1).

Daneben zeigt sich allerdings auch, dal in praxisnahen Beispielen quantitativ richtige Feh-
lerschétzung nicht moglich ist. Die berechneten Fehlerschitzer zeigen im allgemeinen eine nur
schwache Korrelation mit dem tatséchlichen Fehler und liegen oft um ein bis zwei Groéflenord-
nungen daneben; allerdings sind die erzeugten Gitter sehr effektiv, was den verwendeten Ansatz
rechtfertigt. Die schlechte Approximation des echten Fehlers durch den Fehlerschiitzer ist natiirlich
Auswirkung der Ersetzung w — v_v,(:H) und wird verstérkt durch die gegeniiber kleinen Stérungen
instabile Auswertung der Fehleridentitit, bei der ein Integral iiber zwei stark oszillierende Funk-
tionen, namentlich das Residuum und (1 — Z;)w, ausgefithrt werden muf}. Die Genauigkeit des
Schétzers kann unter Umstédnden verbessert werden, wenn bei seiner Berechnung die GALERKIN-
Orthogonalitét nicht ausgenutzt wird, so dafy die Integrale nur iiber das oszillierende Residuum,
aber {iber eine glatte Funktion w ausgefiihrt werden konnen; die Berechnung des Verfeinerungskri-
teriums hat allerdings aus den geschilderten Griinden unter Verwendung einer Interpolation und
der GALERKIN-Orthogonalitit zu geschehen.



Kapitel 3

Anwendung auf die solare
Atmosphére

Die im vorigen Kapitel hergeleiteten numerischen Methoden sollen in diesem Abschnitt auf ein
Beispiel aus der Physik stellarer Atmosphéren angewendet werden. Oberhalb der sichtbaren Ober-
fliche (Photosphire) der meisten Stern befindet sich eine Chromosphére genannte Schicht, deren
Dicke bei der Sonne rund 2.200 km betrigt. In dieser bewegt sich die Temperatur zwischen 4.000
und 20.000 K. Nach auflen hin direkt anschlieBend steigt die Temperatur in einer kleinen Uber-
gangszone von 100-200 km Dicke auf mehrere Millionen Kelvin an und auch die Dichte dndert sich
um mehrere Grosenordnungen. In dieser, Korona genannten, Schicht bleibt die Temperatur auf
Dimensionen verglichen mit der Dicke der Chromosphére weitgehend konstant.

Eine physikalisch nur teilweise verstandene Frage ist der Mechanismus der Heizung der Korona.
Wegen der kalten Schicht zwischen Sonneninnerem und Korona kommen weder Warmeleitung noch
Strahlungsheizung in Frage; andererseits kann auch aus dem interstellaren Raum kein nennenswer-
ter Energieflufl vorhanden sein. Der tatséichliche Heizungsmechanismus besteht vermutlich neben
starken Magnetfeldern und magnetohydrodynamischen Effekten aus Heizung durch Schockwellen.
Akustische Wellen werden dabei auf der Sonnenoberfliche durch die dort vorhandenen Konvek-
tionsstromungen erzeugt und bewegen sich in der Chromosphére und der anschliefenden Korona
nach auflen; in der diinnen Gasatmosphire bilden sie schnell starke Schocks, die in der Lage sind,
Energie zu dissipieren.

Um den Energieeintrag in die Chromosphére durch akustische Wellen abschitzen zu konnen,
ist es wichtig sie numerisch zu simulieren. Solche Simulationen werden seit vielen Jahren erfolgreich
durchgefiihrt, allerdings zu einem grofien Teil mit nur einer Raumdimension (vgl. [33, 25, 31, 32])
und nur in wenigen Arbeiten in zwei Dimensionen (z.B. [26]). Die Erweiterung auf mehr als
eine Raumdimension wird gemeinhin als wiinschenswert bezeichnet, um realistische Modelle zur
Ausbreitung akustischer Wellen in der solaren Atmosphére verwenden zu konnen.

Die Simulation von Phinomenen in der Sonnenatmosphére setzt voraus, dafl die physikali-
schen Groflen Temperatur und Dichte hinreichend genau bekannt sind. Da direkte Messungen
nicht moglich sind, lassen sich diese nur durch die Lésung eines inversen Problems gewinnen; dazu
werden Messergebnisse mit Simulationsergebnissen fiir ein gegebenes Modell verglichen, um das
Modell zu verbessern. Solche Rechnungen sind auflerordentlich aufwendig, da die zu berticksichti-
genden physikalischen Effekte sehr vielféltig sind und neben den Gasgleichungen auch Strahlung,
Nichtgleichgewichtseffekte durch den gerichteten Energieflufl durch Strahlung und dynamische Ef-
fekte aufgrund der Heizung durch Schockwellen beinhalten. Die Inversion der Mefidaten geschieht
im allgemeinen durch trial and error und zusétzliche physikalische Annahmen. Umfangreiche Dar-
stellung 7zu diesem Problem sind beispielsweise in [34, 15, 10] zu finden. Im Rahmen dieser Arbeit
wurde ein Modell fiir Dichte und Temperatur aus [32] verwendet (8KmG - broadened Kolmogorov,
modified Gauss), bei dem dynamische Effekte aufgrund akustischer Wellen mitberiicksichtigt wur-
den; das Frequenzspektrum der das Medium heizenden Wellen folgt dabei einer Verteilung, die aus

31
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Turbulenzmodellen und Anpassungen an die solare Umgebung hergeleitet werden kann (vgl. [31,
Abschnitt 2.2]).

Der aus diesem Modell hergeleitete Verlauf der Temperatur ist in Abbildung 3.1 beispielhaft
dargestellt. Man erkennt deutlich den Beginn des steilen Anstiegs an der Grenze zwischen Chro-
mosphére und Korona. Die Temperatur schwankt in der Korona zwischen etwa 2 und bis zu 6
Millionen Kelvin; fiir die Rechnungen wurde ein Anstieg innerhalb von 200 km auf eine konstante
Temperatur von 2 Millionen Kelvin angenommen, wobei darauf hingewiesen sei, dafl diese Tem-
peraturwahl das Ergebnis der Rechnungen wesentlich zu beeinflussen vermag. Aus den gegebenen
Daten fiir Temperatur T und Dichte p 1a8t sich der Koeffizient a(x) in der Gleichung (1.1) nach
folgenden Formeln herleiten:

RT
02:7 :

Dabei ist ¢ die lokale Ausbreitungsgeschwindigkeit, v der Adiabatenkoeffizient, der aufgrund der
hohen Dichte zu g gewihlt werden kann, R die allgemeine Gaskonstante und p = 1.3 das mittlere
Molgewicht des Gases.
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Abbildung 3.1: Verlauf der Temperatur im bKmG-Modell ( aus [32]). Nach oben hin steigt die
Temperatur auf zwei Millionen Kelvin; dieser Anstieg ist nicht mehr dargestellt, um die Tempera-
turvariationen in der Chromosphdre noch darstellen zu konnen.

Neben dem erwihnten Modell aus [32] wurden auch Rechnungen mit anderen Temperaturmo-
dellen durchgefiihrt, beispielsweise Modell C aus [34] und mit den Ergebnissen aus [15] und [10].
Die Ergebnisse stimmten miteinander im Rahmen der Genauigkeit der Rechnungen weitestgehend
itberein. Das ist darauf zuriickzufithren, dafl der Energieflufl in die Korona bei linearen akustischen
Wellen praktisch nur durch Reflexion an der Ubergangsschicht zwischen Chromosphire und Ko-
rona behindert wird, wihrend die Temperaturvariationen in der Chromosphére praktisch keinen
Einfluf} haben, im Gegensatz zum Fall nichtlinearer Wellen; der Temoeraturanstieg verlauft aber
bei allen Modellen im wesentlichen gleich.

Wie schon in der Einleitung zu dieser Arbeit erldutert, wird eine starke Idealisierung dieser
Situation angenommen, indem eine Reduktion auf nur zwei Raumdimensionen und vor allem eine
Vernachlissigung aller nichtlinearer Effekte in den Gasgleichungen durchgefiihrt wird. Auch wur-
den weder Strahlungstransport noch thermische Nichtgleichgewichtsbedingungen verwendet. Die
erhaltenen Ergebnisse sind daher nur sehr bedingt mit Messungen und den Ergebnissen nichtli-
nearer Berechnungen vergleichbar; das Ziel dieser Arbeit ist eher die Demonstration der generellen
Anwendbarkeit adaptiver Methoden auf Wellenphéinomene und hyperbolische Gleichungen zweiter
Ordnung in der Zeit.
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In den folgenden Abschnitten werden zuerst die Definition des zu rechnenden Testfalls und an-
schliefend die verschiedenen Moglichkeiten der Auswertung der Rechnungen diskutiert. Schliefllich
werden die Ergebnisse der Rechnungen présentiert.

3.1 Definition des Gebiets und der Randbedingungen

Rechengebiet und Randbedingungen werden im wesentlichen durch die physikalische Problemstel-
lung bestimmt und sind in Abbildung 3.2 dargestellt. Als Randwertfunktion fiir den unteren Rand
wurde

gp(z,0,t) = { 805 (5%)sin (77) ?S;sai <aundt<T,

gewahlt; dadurch lduft von der linken unteren Ecke eine Welle in das Gebiet hinein. In den Rech-
nungen war a = 50km, das heiffit im Vergleich zum gesamten Gebiet sehr klein; 7 wurde zu 60
Sekunden gew#hlt, was zu vergleichen ist mit den etwa 300 Sekunden, die eine Welle braucht um
bis zur Ubergangsschicht zu gelangen. Die Amplitude wurde willkiirlich zu eins gewéhlt, da wir nur
an relativen Verhiltnissen interessiert sind; alle Energiewerte sind daher einheitenlos angegeben.

okm U=0 18.000 km
60.000 km
4,000 km

dwdn=0 S --=-=- 3.000 km
. F--- 2450km
. F--- 2250km

du/dn=0 u=0

0km 0km

0km u:g 4.000 km

Abbildung 3.2: Definition des Rechengebiets und der Randwerte. Links das ganze Gebiet, rechts
eine Vergroferung des unteren Bereichs. Rechts ist auch die Lage der Ubergangszone zwischen
etwa 2250 und 2450 km Hdéhe sowie die Lage der Auswertungslinie in einer Héhe von 3000 km
dargestellt.

Die Wahl der Form des Gebiets folgt im wesentlichen folgenden Uberlegungen: der untere
Teil des Gebiets sollte quadratisch und etwas grofler als der Abstand der Sonnenoberfliche zur
Ubergangsschicht; die quadratische Form folgt aus der dann bestméglichen Approximationsfihig-
keit der Elemente; wére er wesentlich grofler, so wiirde sich das Gebiet unnotig weit nach rechts
oder oben ausdehnen, was die Zellzahl erhthen wiirde. Oben an das Gebiet schliefit sich ein weiter
»Auslaufbereich“ mit wenigen grofien Zellen an, dessen Notwendigkeit im folgenden erldutert wird.

Eine optimal Behandlung des Problems wiirde am oberen und rechten Rand des Gebiets ab-
sorbierende Randbedingungen vorschreiben, die einer Welle gestatten, das Gebiet ohne Reflexion
zu verlassen. Die Konstruktion solcher Randbedingungen ist jedoch sehr aufwendig und garantiert
in den meisten Fillen keine vollstdndige Absorption der auftreffenden Wellen. In der Literatur
finden sich im wesentlichen die folgenden Ansétze fiir solche Randbedingungen:
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e Darstellung in differentieller Form: gemafl dem ,klassischen“ Ansatz aus [14] lassen sich die
exakten Randbedingungen als in der Zeit und im Ort nichtlokalen Integraloperator schreiben.
Dieser kann als Pseudodifferentialoperator aufgefafit und in eine TAYLOR-Reihe entwickelt
werden, was eine Hierarchie von zunehmend genaueren Randbedingungen ergibt. Die ersten
Glieder dieser Folge sind im folgenden fiir zwei Raumdimensionen und triviale Koeffizienten
(a = p = 1) angegeben (t bezeichne einen Tangentenvektor an der Rand):
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Die Randbedingungen sind jeweils fiir senkrecht auftreffende Wellen ideal absorbierend,
wihrend die Absorption mit der Abweichung des Auftreffwinkels von der Senkrechten im-
mer schlechter wird (es ist bekannt, vgl. [20], daf} lokale differentielle Randbedingungen diese
Eigenschaft inhérent in sich tragen und nicht fiir alle Einfallswinkel und Frequenzen ideal
absorbierend sein koénnen). Da die Qualitét der ersten Approximation nicht sehr gut ist, die
Implementation sowie die mathematische Formulierung in einem Finiten-Elemente-Ansatz
mit polynomialen Ansatzfunktionen bei den folgenden Gliedern wegen der schnell héher
werdenden Ableitungen aber schwierig ist, wurde auf eine Verwendung verzichtet.

o FEzxakte Randbedingungen In jlingerer Zeit wurden exakte absorbierende Randbedingungen
fiir akustische, elastische und elektromagnetische Wellengleichungen vorgeschlagen (vgl. [18,
17]), die in der Zeit lokal sind und nur erste Ableitungen enthalten. Sie sind jedoch nichtlo-
kal im Ort (es ist eine Entwicklung der Lésung nach Kugelfunktionen durchzufiihren) und
ihr grofiter Nachteil besteht darin, dafl sie nur auf der Oberfliche einer Kugel gelten; eine
Verallgemeinerung auf beliebige Gebiete erscheint aufler in den Fillen ausgeschlossen, wo die
Eigenfunktionen des LAPLACE-Operators auf dem Rand des Gebiets bekannt sind.

e  Nichtreflektierende Randbedingungen: unter diesem Namen wird in der Ingenieursliteratur
(vgl. zum Beispiel [11]) die Technik gefithrt, um das Gebiet herum eine oder mehrere Schich-
ten von Zellen zu legen, in denen der Gleichung ein Dadmpfungsterm hinzugefiigt wird. In
diesem Bereich wird jede einlaufende Welle exponentiell geddmpft. Um eine gute Absorption
zu erreichen ist jedoch eine mit kleiner werdender Wellenlédnge grofiere Schicht von Zellen
notwendig; dariiberhinaus ist die Dampfung zwar exponentiell, jedoch nicht vollstindig, so
daf} ein kleiner Teil der Welle trotzdem reflektiert wird.

Alle drei vorgeschlagenen Verfahren fordern eine Umformulierung des urspriinglichen Problems
sowie erheblichen Implementationsaufwand. Es wurde in Ubereinstimmung mit der Fragestellung
die folgenden Losung verfolgt: da reflektierte Wellen nur dann ein Problem darstellen, wenn sie
Energie iiber die Auswertungslinie in 3000 km Hdéhe transportieren, ist lediglich Reflexion am obe-
ren Rand problematisch. Reflexion am rechten Rand unterhalb der Ubergangszone ist erwiinscht,
da sie das Gebiet virtuell nach rechts fortsetzt und somit selbst die Wellen spiter auf die Uber-
gangszone treffen, deren Weg anfangs zu flach verlief um noch vor dem rechten Rand bis in eine
Hohe von 2250 km zu gelangen. Oberhalb der Ubergangszone ist die Reflexion vom rechten Rand
nicht relevant, da die Wellen von unten kommen und somit auch wieder schrig nach oben reflektiert
werden, so daf} kein Energieflufl iiber die Auswertungslinie zuriick zu befiirchten ist. Aus diesen
beiden Griinden wurden rechts reflektierende Randbedingungen gesetzt; die Wahl von DIRICHLET-
gegeniiber NEUMANN-Werten ist hierbei willkiirlich.

Um die allein unerwiinschte Reflexion vom oberen Rand zu verhindern, wurde dieser durch
Plazierung einiger nach oben hin gréfier werdender Zellen weit nach oben verlagert; der Abstand
vom unteren Rand wurde dabei so gewdhlt, daf} die Wellen innerhalb der Simulationszeit das
Gebiet nicht von unten nach oben und zuriick durchwandern kénnen. Da der Abstand aufgrund
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der im oberen Bereich sehr hohen Ausbreitungsgeschwindigkeit recht grofy sein miifite, wurde eine
Modifikation der nichtreflektierenden Randbedingungen verwendet. Dazu wird die Ausbreitungs-
geschwindigkeit nach oben hin, von der tatséchlichen Physik abweichend, verringert; findet diese
Verringerung auf einer Langenskala statt, die grofi gegeniiber typischen Wellenldngen ist, so ist
keine Reflexion von Wellen zu erwarten, diese werden lediglich abgebremst. Auch beeinflufit diese
Modifikation die im Gebiet vorhandene Energie nicht, was die Auswertung der Energiefliisse ver-
einfacht. In der Summe erlaubt dieser Ansatz, am oberen Rand reflektierende Randbedingungen
zu verwenden; die Wahl von DIRICHLET-Bedingungen ist wieder willkiirlich.

Als Randbedingung fiir den linken Rand wurden homogene NEUMANN-Werte gesetzt, da das
Problem symmetrisch ist und somit nur die Hélfte der Welle gerechnet werden mufl. Um nach
oben hin grofler werdende Zellen verwenden zu kénnen ohne dabei deren Seitenverhéltnis zu ver-
schlechtern, wurde ein nach oben hin breiter werdendes Gebiet verwendet. Da die Ausdehnung des
Gebiets klein gegeniiber dem Durchmesser der Sonne ist, ist es nicht notig, die Wellengleichung in
Zylinder- statt kartesischen Koordinaten zu l6sen.

3.2 Auswertung der Rechnungen

Ziel der Rechnungen war es, den Anteil der Energie einer Welle zu bestimmen, der die Grenzschicht
passieren kann. Dazu gibt es im wesentlichen drei Moglichkeiten:

o Direkte Auswertung des Energieflusses: da der Energiestrom durch
j=vaVu

gegeben ist, 148t sich die gesamte, durch eine Kurve C flieende Energiemenge durch Aufin-
tegration erhalten:

T
J(w) = /0 /Cv(x,t) (a(x)Vu(x,t)) -n ds dt.

e FEnergiemenge oberhalb der Auswertungslinie: da urspriinglich keine Energie im Gebiet war
und aufgrund der gewihlten Randbedingungen auch kein Energieverlust durch den Rand
moglich ist, mul die zum Endzeitpunkt oberhalb der Auswertungslinie vorhandene Energie
gleich der durch die Linie hindurchgetretene Energie sein:

T(w) = Fpon(T) = | . S0, T + Ja(x) (Vulx, T)* d'a.

Wie in Abschnitt 2.1.3 beschrieben, ist die Energie bei Verwendung verinderlicher Gitter
numerischen Stérungen unterlegen. Dies trifft wegen der im oberen Teil des Gebiets sehr
grofien Zellen bei der Auswertung dieses Funktionals besonders zu; Abbildung 3.3 zeigt
beispielhaft den Verlauf der Energie oberhalb der Auswertungslinie. Da wegen der Stufen
der Wert der Energie am Endzeitpunkt nicht sehr zuverlissig ist, wurde [ (w) mit Hand aus
dem Zeitverlauf bestimmt, indem das Maximum des Verlaufs genommen wurde; es wurde
nicht versucht, den weiteren Verlauf ohne die Spriinge zu antizipieren und so eine ,bessere®
Schétzung zu erhalten. Zumindest fiir die feineren Gitter gibt es im allgemeinen nur noch
einen oder zwei klar erkennbare Spriinge in einem Bereich, wo die Kurve schon sehr flach
ist, so dafy die Auswertung mit Hand recht zuverléssig erscheint.

o FEnergiedifferenz unterhalb der Auswertungslinie: ebenso mufl der Energieflufl durch die Linie
gleich der Differenz der Energien sein, die nach Einbringung der Welle und zum Endzeitpunkt
im unteren Teilgebiet vorhanden sind:
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Diese Auswertung ist im allgemeinen sehr viel schlechter, da die Energiedifferenz nur wenige
Prozente der Gesamtenergiemenge ausmacht und daher sehr viel anfilliger ist gegeniiber
numerischen Stérungen der Gesamtenergie. Typischerweise gehen in den ersten Verfeine-
rungsschritten mehrere zehn Prozent der Energie durch numerische Probleme verloren; diese
werden dann irrtiimlich dem Ergebnis dieser Auswertung zugerechnet. Erst bei Rechnungen
mit extrem vielen Freiheitsgraden kommt der numerische Energieverlust bei Rechnungen
mit stark schwankenden Koeffizienten in die Gréflenordnung von unter einem Prozent, was
jedoch immer noch erheblich ist gegeniiber den Werten dieses Funktionals.

Die Auswertung 14t sich jedoch néherungsweise um den beschriebenen Fehler korrigieren,
wenn man die Abnahme der Gesamtenergie zwischen ¢ = 7 und ¢t = T von J(w) abzieht;
diese Abnahme muf} auf numerische Effekte zuriickzufiihren sein. Die Giiltigkeit dieser Kor-
rektur setzt voraus, dafl der numerische Verlust ausschliefllich im unteren Teil des Rechenge-
biets stattfindet; da dort der bei weitem {iberwiegende Teil der Gesamtenergie konzentriert
ist, ist diese Annahme recht gut erfiillt, so dafl wir

J(w) = (B(t =71) = By<yo(T)) = (BE(T) = E(t = 7))

als Auswertegréfie ansehen konnen.
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Abbildung 3.3: Verlauf der Energie oberhalb der Auswertungslinie bei verschiedenen Verfeinerungs-
stufen. Man erkennt die durch numerische Instabilititen hervorgerufenen Stufen, sowie die héhere
Ausbreitungsgeschwindigkeit auf groberen Gittern. Die Verfeinerung geschah durch den Energie-
fehlerindikator, die Ergebnisse sind aber vergleichbar bei der Verwendung des an diese Auswertung
angepaften dualen Funktionals.

Bei exakter Rechnung wiirden alle drei Auswertungen das selbe Ergebnis liefern. In der Pra-
xis zeigt sich jedoch, daf} die ersten beiden Funktionale deutlich besser gegen einheitliche Werte
konvergieren.

Die Auswertung des Energieflusses wurde in einer Hohe von g9 = 3000 km durchgefiihrt. Ex-
akter wiire eine Auswertung direkt oberhalb der Ubergangszone, d. h. in einer Héhe von rund 2500
km, aus Praktikabilitdtsgriinden wurde diese Linie jedoch nach oben verschoben; numerische Tests
zeigen, dafl die Verdnderung von yq keinen Einflufl auf das Ergebnis hat, was dadurch versténdlich
wird, dafl die Ausbreitungsgeschwindigkeit im Bereich dazwischen so hoch ist, daf3 Energie, die
die Ubergangszone passiert, praktisch sofort weiter nach oben transportiert wird. Eine Auswer-
tung bei yg = 4000 km ergibt keine wesentlich anderen Ergebnisse, obwohl man aufgrund der
einspringenden Ecke und der oberhalb der Linie nicht mehr quadratischen Zellen eine schlechtere
Konvergenz erwarten konnte.
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3.3 Adaptivitit

Bei der Durchfithrung der Rechnungen zeigte sich, dafl ohne die Verwendung adaptiver Gitter
keine verwertbaren Ergebnisse erzeugt werden konnten, da die dazu nétige Anzahl an Gitterzellen
wesentlich grofler war, als es Rechenzeit- und Speicherbeschrinkungen erlaubten. Selbst die adap-
tiven Rechnungen benétigten mehrere Zehnmillionen Freiheitsgrade,! um Ergebnisse zu liefern,
deren relative Genauigkeit bei vielleicht 2 oder 3 Prozent liegt.

Es wurden vergleichende Rechnungen durchgefiihrt, wobei als Verfeinerungskriterien einerseits
der ,traditionelle“ Fehlerindikator (2.9), im folgenden kurz ,Energiefehlerindikator® genannt,?
andererseits der im letzten Kapitel vorgestellte Fehlerschitzer auf der Basis des dualen Problems
Verwendung fand. Fiir die Rechnungen mit dem dualen Problem wurden die folgenden Fehlerfunk-
tionale gewiihlt, die den drei Auswertungsmoglichkeiten oben entsprechen; da alle drei Funktionale
nichtlinear sind, muf} die in Abschnitt 2.4.1 erlduterte Linearisierung verwendet werden:

e Direkte Auswertung des Energieflusses:

T
M) = [ [ 0@ 0@Te) 0+ vaVateo.n) ) de

e Energiemenge oberhalb der Auswertungslinie:

Jw (t) = (ﬂU('a T)a ¢(, T))Qm{y>y0} + (avu('v T)a VQD(, T))Qm{y>y0} :
e FEnergiedifferenz unterhalb der Auswertungslinie:

jw(t) = Ii(p’U(',T),'lﬁ(n, T))Qm{y<y0} + (avu('7 T)-, v‘p('vT))Qﬁ{y<y0}j|

~ [0l )0 T angyeyy + @V T Vol Tangye g ]

Das Funktional beriicksichtigt damit beide Zeitpunkte, zu denen eine Auswertung stattfindet,
gleichermaflen und mit dem entsprechenden Vorzeichen.

Daneben wurde zu Vergleichszwecken mit einem linearen Zielfunktional

T
J(6) = T(t) = / (aV(@,90.)) - 1+ (@, yo, t)a) do. (3.1)

gerechnet. Dieses hat keine direkte physikalische Bedeutung (und hat dariiberhinaus auch kei-
ne definierte Einheit), vermeidet aber die Problematik der Linearisierung. Es trigt lediglich die
Information iiber die Ausdehnung des EinfluBgebietes des Zielfunktionals in sich.

Bei den Rechnungen mit dem dualen Fehlerschitzer ist es wichtig, zuerst einige Verfeinerungs-
zyklen mit dem Energiefehlerindikator durchzufiihren. Beginnt man zu frith damit, den dualen
Schéitzer zur Gittersteuerung zu verwenden, so konvergiert der Prozef nicht und die Ergebnisse
sind unbrauchbar. Der Grund dafiir liegt darin, dafl wegen der nichtlinearen Zielfunktionale die
duale Losung von der primalen abhéngt; ist diese aufgrund eines zu groben Gitters schlecht ap-
proximiert, so wird auch die numerische duale Lésung weit von der exakten entfernt sein und im
allgemeinen zu Gitterverfeinerung an den falschen Stellen fithren, so dal die primale Lésung im
nichsten Durchlauf genauso schlecht sein wird wie im vorhergehenden. Im Endergebnis konvergiert

IDie Anzahl der Freiheitsgrade ist im allgemeinen iiber die einzelnen Zeitschritte aufsummiert angegeben; da
die Zahl zwischen einzelnen Zeitschritten stark schwanken kann, ist dies die einzige vergleichbare Grofie. Allerdings
wurde nur die Anzahl der Freiheitsgrade fiir die urspriingliche Variable u akkumuliert, beriicksichtigt man auch die
Freiheitsgrade in der Geschwindigkeit v, so erhélt man den doppelten Wert.

2Diese Bezeichnung ist irrefithrend, weil sie suggeriert, daf es sich um die Energie in der Wellengleichung handelt.
Genauer wére, nur von der elastischen Energie zu sprechen, es sei hier allerdings die Sprechweise iibernommen, die
sich bei der Lésung der LAPLACE-Gleichung eingebiirgert hat.
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der Prozef aus adaptiver Gitterverfeinerung und Rechnung nicht, obwohl die Zellzahl bestindig
zunimmt.

Um die Konvergenzprobleme weit entfernt vom Konvergenzpunkt zu illustrieren, sei ein Beispiel
bei der Auswertung des Linienintegrals als dualem Funktional angefiihrt. Das Beispiel zeigt dabei
auch die extrem schlechte Konvergenz dieses Funktionals auf nicht ausreichend feinen Gittern
(weniger als ca. 5000 Freiheitsgraden im Mittel pro Zeitschritt).

In Abbildung 3.4 ist der Energieflu} durch die Auswertungslinie nach vier und nach acht
Verfeinerungsschritten (mit dem Energiefehlerschiitzer) dargestellt. Legt man den Verlauf nach
acht Verfeinerungsschritten zugrunde, so wird die duale Losung im wesentlichen aus drei Pulsen
bestehen, die von der Linie zu den Zeiten 345s, 370s und 400s ausgehen und in der Zeit zuriickpro-
pagieren; das Gitter wird nur entlang des Weges dieser drei Pulse verfeinert werden. Finge man
jedoch bereits nach vier Verfeinerungsschritten mit dem dualen Fehlerschiitzer an, so beséifie die
duale Losung neben den beiden markanten Pulsen einen starken Anteil, der aus dem Rauschen
stammt, das ab etwa 400s einsetzt. Da dieses Rauschen in der Riickwértsrechnung vor den beiden
Pulsen von der Linie ausgeht, ist das Gebiet wo die duale Lésung merklich von Null verschieden
ist, erheblich grofler als notwendig, was die fiir eine gegebene Genauigkeit erforderliche Zellzahl
wesentlich in die Hohe treibt. Hier kommt dariiberhinaus zum Tragen, daf} die duale Lésung nach
t ~ 450s praktisch gleich Null ist, so daff man die weitere Rechnung auf ein grobes Gitter und grofie
Zeitschritte beschrinken kann, da die Fehlerindikatoren nahe Null sind, was bei Linearisierung um
den links gezeigten Energiefluf unerkannt bliebe.?
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Abbildung 3.4: Energieflufl durch die Auswertungslinie in Abhdngigkeit von der Zeit bei verschie-
denen Verfeinerungsstufen. Die Verfeinerung geschah durch den Energiefehlerindikator.

3.4 Ergebnisse der Rechnungen

In den folgenden Abschnitten sind die Ergebnisse der Rechnungen bei globaler Verfeinerung, so-
wie bei Verfeinerung mit dem Energiefehlerindikator und dem dualen Fehlerschétzer gegeniiber-
gestellt. Es zeigt sich, dafl genaue Werte fiir die interessierende Gréfle, den Anteil der von der
Ubergangsschicht transmittierten Energie, nur mit den Rechnungen zu erhalten waren, bei denen
das Gitter mit dem Energiefehlerindikator verfeinert wurde; der vermutliche Wert fiir diese Grofie
ist 0.0270 &+ 0.0015, d.h. es werden knapp drei Prozent der Energie durchgelassen. Dieser Wert
liegt in einer Groflenordnung, die mit einer einfachen Rechnung auch zu erwarten ist: der analy-
tische Ausdruck fiir den an einer Unstetigkeit des Brechungsindex’ transmittierten Energieanteils

3Die Verwendung dieser Information setzt voraus, daff die Gitterverfeinerung in einer Art durchgefiihrt wird, bei
der die Fehlerindikatoren zweier Raum-Zeit-Zellen auch dann miteinander verglichen werden, wenn sie verschiedenen
Zeitschritten angehoren. Dies ist bei bis zu 50.000.000 Freiheitsgraden eine erhebliche programmtechnische Heraus-
forderung. Im verwendeten Programm wurde diese Optimierung deshalb nicht verwendet, obwohl klar ist, daf} sie
zu einer weiteren drastischen Reduktion der Freiheitsgrade fiihren wiirde. Zu Details hierzu vergleiche Abschnitt
4.5.3.
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ist durch
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gegeben, wobei n’ und n die Brechnungsindizes auf den beiden Seiten der Unstetigkeit sind. Hier

sind n,n' linear von der Wurzel aus der Temperatur T' abhiingig, so daf sich der Energiebruchteil
zu
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ergibt. Beriicksichtigt man noch den streifenden Einfall eines Teils der Welle, so ist der erhaltene
Wert in der Gréflenordnung des erwarteten.

3.4.1 Verfeinerung mit einem Energiefehlerindikator

In den Abbildungen 3.5 und 3.6 sind die Ergebnisse der Rechnungen bei Verfeinerung mit dem
Energiefehlerindikator dargestellt. Das Gitter? ist recht gut an die Losung angepaft, es folgt sowohl
der transmittierten Welle mit ihrer hohen Geschwindigkeit, als auch dem nach unten zuriickreflek-
tierten Anteil.
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Abbildung 3.5: Mit dem Energiefehlerindikator erzeugte Gitter zu den Zeiten t =250s, 375s und
650s.

Die Ergebnissen der numerischen Auswertung der Rechnungen in Abbildung 3.6 lassen sich die
folgenden zusammenfassen:

e Die Auswertung der Energie oberhalb der Meflinie konvergiert recht gut gegen einen festen
Wert. Dagegen ist die Auswertung der Energiedifferenz unterhalb dieser Linie sehr ungenau;
das liegt daran, dafy der numerische Verlust in der Gesamtenergie, der durch die variablen
Gitter verursacht wird, diesem Funktional zugerechnet wird. Da sich die in den oberen Teil

4Es ist nur der untere Teil des Gebiets dargestellt, da nur dieser interessant ist. Der obere Teil wurde nur als
Ersatz fiir absorbierende Randbedingungen eingefiihrt, so dafi dort nichts wesentliches mehr passiert.
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Abbildung 3.6: Ergebnisse der verschiedenen Auswertungsmethoden bei Rechnungen mit dem Ener-
giefehlerindikator; links bilineare Elemente, rechts bikubische. Aufgetragen ist der die Ubergangs-
schicht passierenden Anteil der Gesamtenergie gegen die kumulierte Anzahl an Freiheitsgraden.

des Gebiets transmittierte Energiemenge nur in der Gréflenordnung von zwei bis drei Prozent
der Gesamtenergie bewegt, mufl letztere numerisch auf wesentlich besser als ein Prozent
konstant gehalten werden. Dies ist erst in den letzten Verfeinerungsschritten der Fall, so dafl
erst in diesen eine gute Genauigkeit bei der Auswertung dieses Funktionals gegeben war;
davor ist das Gitter noch zu grob.

Andererseits ist die Auswertung der Energie oberhalb der Mefllinie sehr stabil gegen diese
Art von Stérungen, da auf der einen Seite ohnehin nur numerischer Energieverlust nach
t = 7 eine Rolle spielt, auf der anderen Seite der Energieverlust im Hauptteil der Welle,
d.h. unterhalb der Linie irrelevant ist. Bewegt sich der numerische Energieverlust also in
der Groflenordnung von beispielsweise einigen Prozent auf einem méBig feinen Gitter, so
verfilscht er auch das Ergebnis bei diesem Funktional nur um die entsprechende Anzahl an
Prozenten, wihrend er bei der Auswertung der Energie unterhalb der Linie einen Fehler von
mehreren hundert Prozent ausmachen kann.

e Die Auswertung mit dem Linienintegral konvergiert ebenfalls recht schlecht. Dies ist ver-

sténdlich, beachtet man die Verldufe in Abbildung 3.4 und deckt sich mit der generellen
Aussage, dafl die Konvergenzordnung von Integralen iiber Linien oder Punktauswertungen
eine schlechtere Konvergenzordnung haben als Gebietsintegrale. Andererseits ist zu beachten,
daf} es sich nicht eigentlich um ein Linienintegral handelt, da die Energie ja iiber die Linie
hinwegtransportiert wird, was letztlich mit der Herleitung dieses Integrals als Divergenz
der Energiemenge in einem der beiden Teilgebiete zusammenhéngt; der Charakter dieses
Funktionals entspricht daher eher dem eines Gebietsintegrals als dem eines Linienintegrals
bei elliptischen Gleichungen.

e Aus dem rechten Teil der Abbildung 3.6 148t sich die deutlich bessere Konvergenz der Rech-

nung mit bikubischen Elementen ablesen. Vor allem die Erhaltung der Gesamtenergie ist
erheblich besser, so dafl die Auswertung der Energiedifferenz unterhalb der Auswertungslini-
en bessere Ergebnisse zeigt. Die Auswertung des Linienintegrals ist jedoch ebenso unsicher
wie bei linearen Elementen. Trotz der niedrigeren Anzahl von Freiheitsgraden fiir eine ver-
gleichbare Genauigkeit ist der numerische Aufwand nicht geringer oder sogar hoher als bei
linearen Elementen, da die Anzahl der Eintriige in dem Systemmatrizen gréfer ist, was die
bendtigte Anzahl an Operationen fiir Matrix-Vektor-Multiplikationen erhoht.

Aus den jeweils genauesten Erfgebnissen der beiden Rechnungen und den verschiedenen Wegen

der Auswertung liBt sich fiir den Anteil der von der Ubergangszone transmittierten Energie der
Wert 0.0270 + 0.0015, das heifit mit einer Genauigkeit von rund fiinf Prozent bestimmen. Die
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Fehlergrenzen wurden dabei symmetrisch so gewihlt, daf} alle sechs Datenpunkte innerhalb dieses
Intervalls liegen.

3.4.2 Verfeinerung mit dem dualen Schéitzer

In den Abbildungen 3.7, 3.8 und 3.9 sind die mit den drei nichtlinearen Zielfunktionalen erzeugten
Gitter dargestellt. Die Gitter, die mit dem linearen Zielfunktional (3.1) erzielt wurden, #hneln
denen des nichtlinearen Funktionals auf der Auswertungslinie, sind aber etwas voller. Im wesent-
lichen entsprechen die Gitter dem, was man aufgrund der anschaulichen Bedeutung des dualen
Problems jeweils erwarten wiirde. Es ist dabei zu beachten, dafl zuerst etliche Verfeinerungsschritte
mit dem Energiefehlerindikator durchgefiihrt wurden, bevor auf den dualen Schétzer umgeschaltet
wurde; da nur einige wenige Schritte mit letzterem gemacht wurden, bestehen noch Bereiche mit
relativ feinen Zellen, die nicht zum Zielfunktional beitragen, beispielsweise ober- und unterhalb
der Auswertungslinie am Endzeitpunkt in Abbildung 3.7, unterhalb der Auswertungslinie am End-
zeitpunkt in Abbildung 3.8 und oberhalb jener in Abbildung 3.9. Diese Bereiche wiirden in den
néchsten Verfeinerungsschritten aufgelost und durch grobe Gitter ersetzt, wofiir allerdings mehr
Verfeinerungsschritte mit dem dualen Fehlerschétzer nétig wéren.

Abbildung 3.7: Mit dem dualen Schitzer erzeugte Gitter zu den Zeiten t =250s, 375s und 650s.
Als Fehlerfunktional diente der Fluf$ durch die Auswertungslinie.

Wihrend die Gitter in etwa den erwarteten entsprechen, zeigen die numerischen Ergebnisse der
Auswertungen der Rechnungen enttéuschendes Verhalten. Dieses ist in den Abbildungen 3.10 und
3.11 fiir die vier verschiedenen Zielfunktionale dokumentiert. In jeder der Abbildungen sind alle
drei Wege der Auswertung dargestellt; allerdings ist eigentlich nur die zum Zielfunktional passende
angebracht, die in Abbildung 3.12 fiir die verschiedenen Rechnungen einander gegeniibergestellt
werden.

Bei den gezeigten Kurven ist zu beachten, dafy die ersten Datenpunkte jeweils durch Verfeine-
rung mit dem Energiefehlerindikator erhalten wurden. Die entsprechende Anzahl an Schritten ist
in den Abbildungen vermerkt. Nachdem auf den dualen Fehlerschitzer umgestellt wurde, verrin-
gert sich die Zellzahl hiufig in den ersten Schritten, da mehr Zellen aufgelost als verfeinert werden,
so daf} die Kurven riickldufiges Verhalten zeigen. Erst nach einigen wenigen Verfeinerungsschritten
mit dem dualen Fehlerschitzer nimmt die Anzahl der Zellen wieder zu.
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650s und t = ™ = 60s.
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Als Fehlerfunktional diente die Energie oberhalb der Auswertungslinie zum Endzeitpunkt.
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Abbildung 3.9: Mit dem dualen Schitzer erzeugte Gitter zu den Zeiten t =250s, 375s und 650s.
Als Fehlerfunktional diente die Differenz der Energien unterhalb der Auswertungslinie zu den

Zeitpunkten t
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Abbildung 3.10: Ergebnis der Auswertungen bei Verfeinerung mit dem dualen Problem. Links
Verfeinerung mit dem nichtlinearen, rechts mit dem linearen Linienintegral, wobei die ersten 7
bzw. 5 Datenpunkte mit dem Energiefehlerindikator gewonnen wurden.
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Abbildung 3.11: Ergebnis der Auswertungen bei Verfeinerung mit dem dualen Problem. Links
Verfeinerung mit dem Zielfunktional der Energie oberhalb der Auswertungslinie am Endzeitpunkt,
rechts mit der Energiedifferenz unterhalb der Auswertungslinie, wobei jeweils die ersten 6 Daten-
punkte mit dem Energiefehlerindikator gewonnen wurden.

In allen Fillen zeigte die Auswertung nach dem Umschalten nicht das erwiinschte konvergente
Verhalten. Das aus Darstellungsgriinden nicht mehr sichtbare weitere Verhalten der Auswertung
des Linienintegrals bei linearen Zielfunktional divergiert und nimmt Werte grofier als 0.2 an,
was mit den zu erwartenden Werten von etwa 0.027 zu vergleichen ist. Zwar wurden zu wenige
Verfeinerungsschritte mit dem dualen Schitzer durchgefithrt, um tiber die Konvergenz endgiiltige
Aussagen treffen zu konnen, es deuten aber andere Indizien, beispielsweise das wieder zunehmende
hochfrequente Rauschen beim Energieflufl durch die Auswertungslinie nach den zwei Hauptpulsen
(vgl. Abbildung 3.4), darauf hin, daf§ die Rechnungen auch in weiteren Verfeinerungsschritten nicht
konvergieren kénnten.

Zur Untersuchung, weshalb die Verfeinerung mit dem dualen Fehlerschétzer so schlecht kon-
vergiert, wurde der in Abschnitt 2.4.6 hergeleitete Ausdruck fiir den Linearisierungsfehler bei
der Bestimmung des Energieflusses durch die Auswertungslinie, (2.30), niherungsweise numerisch
ausgewertet. Die Ergebnisse sind in Abbildung 3.13 dargestellt; dabei wurden die folgenden Be-
zeichnungen verwendet:

e i: Verfeinerungsstufe;
e N Uber die Zeitschritte summierte Anzahl von Freiheitsgraden;

) j(wgi)) = @(ng)): Bei dieser Verfeinerungsstufe berechneter Energieflufl durch die Kurve;
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Abbildung 3.12: Ergebnis der Auswertungen bei Verfeinerung mit dem dualen Problem. Vergleich
der zum jeweiligen dualen Funktional gehdérenden Auswertung.

o J(e) = T(w)— j(wgf)): Tatséchlicher Fehler bei Annahme der Exaktheit w = wELS);

o J(el) = fOT fc (U;Li) (aV(u — uﬁf))) ‘n(v — vgi))(aVugf)) ~n) ds dt: Mit dem linearisierten
Problem geschétzter Fehler. In einer Simulation ist die exakte Losung nicht bekannt und die-
se Grofle kann nur mit Hilfe des dualen Problems und den damit erhaltenen Fehlerschiitzern
berechnet werden; bei der Losung der dualen Problems treten zusétzliche Fehler auf, die die
Berechnung dieses exakten Fehlers oft sehr ungenau werden lassen. Hier wurde die Fehleri-
dentitéit ohne Verwendung des dualen Problems ausgewertet, indem fiir die exakte Losung
die genaueste numerische Lésung wgs) eingesetzt wurde;

e AJ(eD) = J(eD) — J(e): Differenz zwischen echtem Fehler und mit dem linearisierten
Funktional geschitztem Fehler;

[AJ(e))

¢ I

: Verhéltnis von Linearisierungsfehler und Wert des tatséchlichen Fehlers.

Die Daten entstammen einer Rechnung mit Verfeinerung durch den Energiefehlerindikator; der
Energiefluf} fiir zwei Verfeinerungsstufen ist in Abbildung 3.4 dargestellt.

Zur Bestimmung des Linearisierungsfehlers ist die Kenntnis der exakten primalen Losung
notwendig; da diese nicht bekannt ist, wurde fiir w = (u,v) die genaueste, bekannte Losung
W§L8) = (ugs),vgg)) eingesetzt. Es kann davon ausgegangen werden, daf diese eine gute Schétzung
fiir die exakte Losung darstellt, ebenso fiir den auf den ersten Blick nicht gut auskonvergierten
Wert des Energieflusses (zweite Spalte der Tabelle), da die Unterschiede in den aufintegrierten
Energiefliifisen bei verschiedenen Verfeinerungsstufen zu einem erheblichen Teil durch die Oszilla-
tionen nach den drei Hauptpulsen hervorgerufen wird; der integrierte Energieflufl nach ¢t = 450s
betragt fiir « = 8 nur noch rund ein Zehntel des Wertes bei ¢ = 7 und hat nur noch einen Anteil
von etwa zwei Prozent am Gesamtenergieflul. Als Mittelwert aus den verschiedenen Auswertungen
bei linearen und kubischen Elementen ergibt sich ein integrierter Energiefluff von (6.7 £0.4) - 108,
also sehr nahe an dem in der Tabelle verzeichneten Wert, so dafy die Wahl von WELS) gerechtfertigt
erscheint.

Aus der Tabelle geht hervor, dal der Linearisierungsfehler im Verhé&ltnis zum tatséchlichen
Fehler zwar mit zunehmender Verfeinerung kleiner wird (er sollte etwa mit der Ordnung h gehen)

3
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i N0 L)) T -gw)) ) AeY) | o
0 26.100 2.77-108 3.97- 108 —-3.38-10% 7.35-108 1.85

1 62.086 7.16 - 10° —6.48 - 10° -1.57-10% 9.24.10° 1.43

2 143.491 5.54 - 10° —4.86 - 10° -1.12-10° 6.37-10° 1.31

3 367.371 1.66 - 10° —9.84- 108 -2.90-10° 1.92-10° 1.95

4 934.488 3.01-10° —2.34-10° —4.86-10° 2.53-10° 1.08

5 2.336.911 | 1.05-10° —3.77-10% —8.41-10% 4.64-108 1.23

6 5.513.318 | 1.02-10° —3.46- 108 —6.87-10%  3.41-108 0.99

7 15.277.876 | 7.91-10% —1.17-10% -2.22-107  1.05-108 0.90

8 42.026.038 | 6.74 - 108 - - - -

Abbildung 3.13: Bestimmung des Linearisierungsfehlers bei nichtlinearen Zielfunktionalen. Man
beachte, daf8 die ersten drei Datensdtze im wesentlichen ohne Aussage sind, da dort die Gesamt-
energie um mehr als einen Faktor vier vom richtigen Wert abweicht, damit auch der Energieflufy
zu grof8 ist und der Vergleich mit J(w) = ®(w) ~ @(WELS)) = j(wglg)) nicht realistisch sein kann.
Weitere Erliauterungen im Text.

jedoch selbst bei sehr genauen Rechnungen immer noch in der selben Groflenordnung wie der
Gesamtfehler liegt. Die Linearisierung um die numerische Losung ist daher recht schlecht, und
man muf} erwarten, dafl die numerisch berechnete duale Losung erheblich von der tatséchlichen
abweicht. Fiithrt man die Fehlerschitzung und Verfeinerung durch Losung eines dualen Problems
tatséchlich durch (die Daten der Tabelle wurden durch Verfeinerung mit einem Energiefehlerindi-
kator gewonnen), so zeigen die berechneten Fehlerschétzer keinerlei Korrelation mit dem Fehler,
den man durch Vergleich mit der genauesten vorhandenen Losung erwartet, und die erzeugten
Gitter zeigen Verfeinerung in Gebieten, die fiir die Berechnung der Zielgréfie nicht relevant sind.

Ob die schlechte Linearisierung erklért, weshalb in den gerechneten Beispielen der Prozefl aus
Gitterverfeinerung und Rechnung von primalem und dualem Problem nicht konvergiert und der
Ansatz mit dem dualen Fehlerschétzer fehlschligt, ist nicht vollstéindig klar; inshesondere ist nicht
klar, weshalb die eigentlich gut adaptierten Gitter zu keinem entsprechenden Ergebnis fithren. Es
kommen aber eine Reihe weiterer Moglichkeiten in Betracht, die im Rahmen dieser Arbeit jedoch
nicht mehr untersucht werden konnten. Insbesondere ist hier das Problem zu nennen, dafi Wellen
am Ubergang zu groberen Gittern teilweise reflektiert werden. Da der duale Fehlerschiitzer im
Gegensatz zum Energiefehlerindikator versucht, Teile der Wellen auf groben Gittern zu berechnen,
wenn sie nicht im Einfluigebiet des Zielfunktionals liegen, ist zu erwarten, dafl diese unerwiinschte
Reflexion relevante Ausmafle annehmen kann. Sie wére dann in der Lage, die Ergebnisse erheblich
zu verfilschen. In Abschnitt 5.4 sind einige, allerdings unvollsténdige Untersuchungen zum Einflul
von Gitterunstetigkeiten bei einem Modellfall zu finden. Gestiitzt wird die These, dafl Reflexion an
Gitterunstetigkeiten der Grund fiir die schlechten Ergebnisse ist, von der Beobachtung, dafl das in
Abbildung 3.4 gezeigte hochfrequente Rauschen nach den zwei Hauptpulsen nach der Umschaltung
vom Energiefehlerindikator auf den dualen Fehlerschétzer wieder zunimmt, was von gestreuten
Wellen verursacht sein konnte; letztlich ist diese These aber nicht bewiesen und verlangt nach
weiteren Untersuchungen.

3.4.3 Globale Verfeinerung

Zum Vergleich sind noch die erhaltenen Werte bei globaler Verfeinerung aufgefiithrt. Wie Abbil-
dung 3.14 zu entnehmen ist, ist der Anteil der Energie, der die Ubergangsschicht passiert, deutlich
niedriger als bei den Ergebnisse mit adaptiver Verfeinerung. Obwohl die Kurve recht flach ist,
kann man davon ausgehen, daf} sie keine konvergierten Werte reprisentieren. Der Grund dafiir ist
der in Abbildung 3.15 dargestellte Energieflufl durch die Auswertungslinie, der mit den Ergebnisse
aus Abbildung 3.4 zu vergleichen ist; die noch stark oszillierende Kurve ist zwar im Vergleich mit
den vorhergehenden Verfeinerungsstufen deutlich glatter, aber nicht vergleichbar mit dem Ergeb-
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nis der feinsten adaptiven Rechnung. Die Oszillation stammt, wie in Abbildung 3.4 links, von
einem zu groben Gitter; der glattere Verlauf liegt in der Abwesenheit der bei adaptiven Rech-
nungen vorhandenen Stérungen durch Gitterdnderungen begriindet. Besonders bemerkenswert ist
der unphysikalische und damit offensichtlich falsche zeitweilige negative Energiefluf}, der bei den
adaptiven Rechnungen auch nicht auftritt.
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Abbildung 3.14: Ergebnisse bei globaler Verfeinerung.
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Abbildung 3.15: Energiefluff durch die Auswertungslinie in Abhdngigkeit von der Zeit bei verschie-
denen Verfeinerungsstufen. Die Verfeinerung geschah durch globale Verfeinerung. Man vergleiche
die Ergebnisse mit denen aus Abbildung 3.4, die mit deutlich weniger Freiheitsgraden gewonnen
wurden.

Aus den genannten Griinden mufl davon ausgegangen werden, dafl noch erheblich mehr als die
verwendeten 68.000.000 Freiheitsgrade n6tig wéren, um ein vergleichbares Ergebnis wie bei den
adaptiven Rechnungen zu erhalten; diese wurden freilich mit maximal rund 42.000.000 Freiheits-
graden erzielt.

Bemerkenswert an den Ergebnissen aus Abbildung 3.14 ist noch, dafl die drei Auswertungs-
moglichkeiten praktisch die selben Werte ergeben. Das liegt einerseits an der Energieerhaltung
in Abwesenheit von Gitterinderungen (das begriindet die Gleichheit der Ergebnisse der Energie-
auswertung ober- und unterhalb der Linie), bedeutet aber andererseits auch, dafl praktisch der
gesamte Energieaustausch zwischen den beiden Teilen des Gebiets durch die Auswertungslinie
stattfindet. Letzteres ist angesichts der globalen Kopplung der in jedem Zeitschritt zu l6senden
elliptischen Gleichung nicht selbstverstindlich; insbesondere zeigen die Ergebnisse adaptiver Rech-
nungen, dafl durch Gitterdnderung Energie auch nichtlokal auf dem Gitter verteilt wird, was dazu
fithrt, daf} sich aufintegrierter Energieflul durch die Auswertungslinie und die oberhalb dieser Linie
vorhandene Energie unterscheiden.



Kapitel 4

Technische Aspekte der
Implementation

In diesem Kapitel sind einige der Aspekte der Implementation des Problems kurz beschrieben,
die nicht zu den iiblichen Standardtechniken bei Programmierung mit finiten Elementen gehoren.
Dazu gehoren insbesondere die Behandlung hingender Knoten, aber auch der Transfer von Finite-
Elemente-Funktionen von einem Gitter zu einem anderen. Die Behandlung von hingenden Knoten
folgt im wesentlichen [22, 4, 5]. Der Transfer zwischen Gittern ist parallel zu [19] implementiert.
Eine ausfiihrliche technische Referenz der DEAL.II-Bibliothek ist unter [3] zu finden.

4.1 Die deal.Il-Bibliothek

Das Programm, das die in dieser Arbeit beschriebenen Methoden implementiert, basiert auf der
parallel zur Arbeit entstandenen Bibliothek DEAL.IT. Sie ist im wesentlichen eine Neuimplemen-
tation einiger Verfahren, die anhand der am Institut fiir Angewandte Mathematik in den letzten
Jahren entwickelten Bibliothek DEATL entwickelt wurden, d.h. insbesondere die Verwendung von
héngenden Knoten bei hierarchischen Gittern und die Verwendung von Fehlerschétzkonzepten zur
adaptiven Gitterverfeinerung. Von DEAL unterscheidet sie sich jedoch in wesentlichen Punkten,
darunter unter anderem:

o Verschiedene Finite Elemente: Es wurde eine Schnittstelle definiert, die es erlaubt nahezu
beliebige Elementtypen zu implementieren. Dazu mufl der Bibliothek lediglich die folgende
Information bekanntgegeben werden:

— wieviele Freiheitsgrade ein Element pro Knoten, Kante und Zelle hat;

— wie die Interpolation entlang von Kanten zu erfolgen hat, an der Zellen unterschiedlicher
Grofle zusammenkommen;

— wie die Interpolations- und Prolongationsmatrizen zwischen Zellen und ihren Kindern
aussehen.

Mit diesen Informationen kann die Bibliothek die Verteilung von Freiheitsgraden, die Be-
rechnung von Nebenbedingungen fiir hingende Knoten u.i. vornehmen, ohne iiber das ver-
wendete Element genauer Bescheid zu wissen.

Fiir die Numerik sind eine Reihe von Funktionen zu implementieren, die Werte, Ableitungen,
lokale Massematrizen, usw. der Basisfunktionen zuriickliefern. Diese Funktionen haben eben-
falls einheitliche Namen, so dal es moglich ist, Programme ohne Kenntnis des verwendeten
Elements zu schreiben und die Auswahl des Elements zur Laufzeit vorzunehmen.

Im Moment sind LAGRANGE-Elemente mit linearen bis quartischen Ansatzgraden, sowie ein
spezielleres Element implementiert.

47
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e Dimensionsunabhdngigkeit: Die meisten Programme lassen sich dimensionsunabhéingig for-
mulieren, wenn man beriicksichtigt, dal Operationen im allgemeinen auf Zellen und ihren
Seiten stattfinden. Die Bibliothek unterstiitzt dies, indem sie neben den Datentypen Hex,
Quad und Line auch logische Typen wie Cell und Face definiert. Diese werden je nach der
verwendeten Dimension auf die richtigen Objekte gesetzt, so dafl eine Schleife iiber Zellen in
zwei Dimensionen iiber Vierecke, in drei Dimensionen {iber Hexaeder geht.

Die bei weitem meisten Algorithmen in Anwenderprogrammen und der Bibliothek lassen sich
auf diese Weise dimensionsunabhéngig schreiben und sind in einer, zwei und drei Dimensio-
nen ohne Anderung lauffihig. Dies vereinfacht nicht nur die Programmierung sondern verrin-
gert durch Wiederverwendung von Programmteilen auch erheblich das Risiko von Fehlern, da
nicht die gleichen Algorithmen in verschiedenen Versionen fiir unterschiedliche Dimensionen
gewartet werden miissen.

o Moderne Programmiertechniken: Durch die Verwendung von in den letzten Jahren entwickel-
ten Programmiertechniken, insbesondere Templates und Iteratoren und durch die Nutzung
der Standard Template Library von C++ ist die Programmierung der Bibliothek erheblich
einfacher und weniger fehleranfillig; erst die Nutzung dieser Moglichkeiten hat es erlaubt,
dimensionsunabhiingige Algorithmen zu schreiben.

Dariiberhinaus macht die Bibliothek wesentlich mehr als DEAL von Fehlerabfragen zur
Laufzeit Gebrauch, um Programmierfehler frithzeitig zu erkennen. Fiir Produktionsrechnun-
gen und ausgetestete Programme kann die Fehlerpriifung ausgeschaltet werden.

4.2 Transfer von einem Gitter zum anderen

Bei der Diskretisierung ist in jedem Zeitschritt eine Gleichung des folgenden Typs zu losen:
(p+ aA)u' = pu® + Bkpv® — v Au°.

Die Faktoren a, 8 und + spielen in diesem Abschnitt keine Rolle. Mit finiten Elementen im Raum
diskretisiert ergibt sich die folgende Aufgabe: Suche uj € V', so daf fiir alle ' € V!

(pup, ") + aaluy, ') = (pup, ') + Bk(pvp, ¥') — ya(up, ¥') (4.1)

gilt. Dabei sind u9,v) € V° und V° und V! seien die Ansatzriume auf den Gittern zum vorigen
und zum aktuellen Zeitschritt.
Schreibt man das Problem in ein Gleichungssystem um, so ergibt sich

(MY + a ALyl = MIOUO 4 BEMW) — 441040

ij v ZJJ

mit den Matrizen

= (pd;. 9;),
= (Vo;. Vo)),
Mw (01, 65) und

AlO (V(bl V¢0)

Dabei sind die ¢2 € Vo,qﬂ} € V! die Basisfunktionen der jeweiligen Finite-Element-Riume.
Wihrend M1, Al € R?' xn' quadratische Matrizen der Dimension n! des Ansatzraums zum neu-
en Zeitschritt sind, gilt M'°, A® ¢ R X" mit n® der Dimension des Ansatzraumes zum alten
Zeitschritt.

Die Aufstellung der Matrizen M!, A! ist Standard und bietet keine besonderen Schwierigkeiten,
wenn sie zellweise durchgefiihrt wird. Fiir die Aufstellung der anderen Matrizen spalten wir die
Integration iiber Zellen auf:

M =" (po}, 6k = > My""

KeT KeT
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Dabei sei T eine Triangulierung des Gebiets so, dal jedes K € T sowohl in T° als auch in T*
enthalten ist, wobei T" die Triangulation des Gebiets im nten Zeitschritt definiere; Kinder von
K seien hochstens in einem der beiden Gitter enthalten. Anschaulich ist T die Menge der jeweils
feinsten Zellen, die in beiden Gitter noch enthalten sind. Zur Illustration fordern wir, daf sich die
Zellen der beiden Gitter um hichstens ein Verfeinerungslevel unterscheiden diirfen, d. h. daf} jedes
K € T entweder auf keinem der beiden Gitter Kinder hat oder auf genau einem der beiden Gitter
genau einmal verfeinert ist. Diese Einschrinkung ist hier nur der Einfachheit halber gemacht; Ver-
feinerungen iiber mehrere Stufen sind moglich und werden rekursiv mit dem unten beschriebenen
Verfahren gehandhabt.
Bei nur einer Verfeinerung gibt es drei Félle zu unterscheiden:

1. K ist auf keinem der beiden Gitter weiter verfeinert; dann ist dim(V*|x) = dim(V°| k) und
Ml.ljo’hl ist die tibliche zellweise Massematrix.

2. K ist auf T? einmal verfeinert; dann ist dim(V'|x) < dim(V°|k). Fiir konforme Ansétze
mit einer Schachtelung der Ansatzriume gilt insbesondere V| C VO|k.

3. K ist auf T! einmal verfeinert; dann ist dim(V?!|g) > dim(V°|k). Fiir konforme Ansitze
mit einer Schachtelung der Ansatzriume gilt hier V|x D VO k.

Die Fille 2 und 3 sind etwas aufwendiger. Fiir geschachtelte Ansatzriume liefle sich beispiels-
weise fiir den zweiten Fall die Funktion ¢}|x durch die Basisfunktionen aus V° darstellen:

Sk = cudf|x. (4.2)

el

mit {¢?},cr, der Menge aller Basisfunktionen mit Tréiger auf K. Die Matrix ¢; ist unabhéingig von
K und konstant. Damit 143t sich Miljo’K durch eine Summe iiber die Kindzellen von K schreiben:

M = (po}, 6Nk
= calpd], 6k

el

=3 culpdy. 69

keK L€l

0,k
v

keK lel

wobei K die Menge der Kindzellen von K darstelle. Die Berechnung von Miljo’K ist somit wieder
auf eine Summation iiber zellweise Massematrizen zuriickgefiithrt. Der umgekehrte, dritte Fall, daf3
K nur auf T' verfeinert ist, geht ganz analog, indem man ¢? entsprechend (4.2) durch die (;5[1
ausdriickt.

Die Darstellung (4.2) setzt voraus, da8 V!|x C VO k, das heifit daB sich jede Basisfunktion
durch die Basisfunktionen auf héheren Verfeinerungsleveln darstellen 148t. Das ist bei den in dieser
Arbeit verwendeten LAGRANGE-Elementen immer gegeben. Bei anderen Finite-Elemente-Klassen
ist die Aufstellung der rechten Seite von (4.1) nicht so einfach und im allgemeinen auch nicht exakt
durchzufithren, da Quadraturen verwendet werden miissen.

4.3 Behandlung von Dirichlet-Randwerten

Zur Hlustration der Behandlung von DIRICHLET-Randwerten betrachten wir beispielhaft die Glei-
chung

—Au=f x € Q,
u=gq x € 00.
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Durch Wahl einer Funktion ug mit ug = g auf 02 148t sich ebensogut das folgende Problem lésen:
suche @ = u — ug, so daf}

—Au = f+ Aug x € Q,
u=0 x € 90

gilt. Die Randwerte sind damit homogen geworden. In den meisten Fillen ist die Randfunktion ¢
nicht durch die Spur einer Finite-Elemente-Funktion ug j darstellbar, so dafl man mit einer appro-
ximativen Behandlung der Randwerte auskommen muf}, beispielsweise durch Verwendung einer
Projektion oder Interpolation auf die Spur des Ansatzraumes, § = Pyog oder § = Zyog, und die
dazugehorige Funktion . In der Praxis ist die Wahl einer geeigneten Funktion g jedoch unprak-
tisch; stattdessen gibt es zwei Ansétze zur direkten Behandlung der urspriinglichen Gleichung, die
beide darauf beruhen, Systemmatrix und rechte Seite auf allen Zellen des Gebiets und damit mit
allen Freiheitsgraden aufzubauen und anschliefend den durch die Randbedingungen festgelegten
Freiheitsgraden auf dem Rand eine spezielle Behandlung zukommen zu lassen:

Filtern: diese Methode bietet sich an, wenn die linearen Gleichungen durch iterative Verfahren
gelost werden. Die meisten iterativen Loser lassen sich als Defektkorrekturverfahren schreiben, das
heifit es wird ein Anfangswert berechnet, der anschlieend jeweils nur noch durch additive Kor-
rekturen verdndert wird. Das Filtern funktioniert nun so, dafl man dem Startvektor die richtigen
Werte fiir die Freiheitsgrade auf dem Rand aufzwingt und bei den Korrekturvektoren die Eintréige
fiir diese Freiheitsgrade jeweils auf Null setzt (filtern), was einer modifizierten Matrix-Vektor-
Multiplikation entspricht, die der Multiplikation mit der Systemmatrix aus dem modifizierten
Problem entspricht.

Dieser Ansatz wurde in DEAL gewihlt. Er ist in vielen Fillen, wo nur wenige Iterationen zur
Losung gebraucht werden, bedeutend schneller als der zweite Weg, verlangt aber viel Sorgfalt bei
der Implementation der linearen Algebra.

Elimination aus der Matrixz: diese Methode ist bei allen Lésern moglich, insbesondere auch fiir
direkte Loser. Sie beruht darauf, dafi die betroffenen Freiheitsgrade tatséchlich aus der Matrix und
der rechten Seite eliminiert werden, wodurch sich die Dimension des linearen Gleichungssystems auf
die Anzahl der tatséichlich freien Freiheitsgrade reduziert. Da das Umkopieren in eine neue, kleinere
Matrix und einen entsprechenden Vektor zu unpraktisch und mit zu groflem Speicheraufwand
verbunden wére, geht man wie folgt vor: fiir jeden Freiheitsgrad auf dem Rand wird zuerst die
entsprechende Zeile aus der Matrix gestrichen, lediglich der Diagonaleintrag bleibt stehen. Der
Wert der rechten Seite wird so gesetzt, dafl der Losungsvektor den richtigen Wert bekommt. Da
in dieser Zeile nun nur noch ein einziger Eintrag steht, ist der Wert des Freiheitsgrades tatséchlich
festgelegt. Um die Matrix wieder positiv definit und vor allem symmetrisch zu machen wird nun mit
dieser Zeile ein GAUss-Eliminations-Schritt gemacht, um auch alle Eintridge der entsprechenden
Spalte zu Null zu machen; dabei wird auch die rechte Seite entsprechend modifiziert. Durch den
Eliminationsschritt ist der Freiheitsgrad vom Rest des Gleichungssystems abgekoppelt.

Fiir einige Iterationsverfahren ist die Durchfithrung des Eliminationsschritts nicht einmal notig,
wie man sich iiberlegen kann. Der Allgemeinheit halber wurde aber kein Gebrauch von dieser
Tatsache gemacht.

Schreibt man sich das Verfahren genau hin, dann entsprechen Matrix und Vektor abgesehen von
den zusétzlichen Zeilen und Spalten genau denen, die entstiinden wenn man das oben beschriebene
modifizierte kontinuierliche Problem l6sen wiirde, wobei fiir g die Funktion gew#hlt wird, die nur
auf der duflersten Schicht von Zellen lebt und auf dem ganzen Gebiet stetig ist (diese Funktion ist
eindeutig).

Der beschriebene Weg wurde in DEAL.II gewdhlt. Er ist etwas allgemeiner als das Filtern, hat
jedoch den Nachteil, dafl der Eliminationsschritt in schwach besetzten Matrizen mit erheblichem
Rechenaufwand in den verteilten Datenstrukturen verbunden ist. Vom Standpunkt der Rechen-
zeit lohnt er sich nur fiir grofere Probleme, bei denen viele Iterationsschritte nétig sind, da der
Aufwand fiir das Filtern in jedem Schritt anfillt, wihrend die Elimination nur einmal nétig ist. In
der Summe ist der Implementationsaufwand wohl geringer, da er zentral einmal bereitgestellt wird
und nicht fiir jeden Fall die Matrix-Vektor-Multiplikation modifiziert werden muf}. Dariiberhinaus
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Abbildung 4.1: Schema zur Elimination von hingenden Knoten (links). Die ,unechten‘ Ansatz-
funktionen @1, po und @3, sowie die ,echte’ Ansatzfunktion ps

ist es durch die zentrale Bereitstellung moglich, eine gut optimierte Implementation anzubieten,
die von der internen Eigenschaft von verschiedenen Matrizentypen Gebrauch macht, was bei An-
wenderprogrammen nicht sinnvoll wire und somit beim Filtern nicht geht.

Weder DEAL noch DEAL.IT sind auf die jeweils beschriebene Methode festgelegt; es sind lediglich
die im Moment implementierten Verfahren.

Die Werte der zu eliminierenden Freiheitsgrade werden gemifl der Interpolation der Randwerte
auf die Restriktion des Finite-Elemente-Raums auf den Rand bestimmt. Die Interpolation wurde
hier der L2-Projektion vorgezogen, da die Berechnung der Projektion bei gekriimmten Rindern
aufwendiger ist. Andererseits ist die Projektion bei unstetigen Randwerten unumgénglich, um
die Konvergenzordnung zu erhalten; aufgrund der fiir diese Arbeit vorausgesetzten Glattheit der
Randwerte ist die Interpolation aber ausreichend.

Die Behandlung von NEUMANN-Randwerten geschieht durch die Wahl einer modifizierten Bi-
linearform a(-, -) und bedarf keine Manipulation der linearen Gleichungssysteme. Die meisten an-
deren Randbedingungen, beispielsweise absorbierende Randbedingungen, lassen sich ebenso be-
handeln, oder sie erlauben die Berechnung von Werten fiir die Freiheitsgrade auf dem Rand aus
den Werten zum vorigen Zeitschritt. Im letzteren Fall lassen sich dann wieder die beiden oben
angefiihrten Techniken verwenden.

4.4 Behandlung von hingenden Knoten im Ort

Bei der Verwendung von Gittern mit hierarchischer Verfeinerung einzelner Zellen ohne Verwen-
dung von Abfangelementen bleiben auf den Schnittstellen zwischen verfeinerten und unverfeinerten
Bereichen hingende Freiheitsgrade zuriick. Um bei den verwendeten konformen Finite-Elemente-
Ansétzen verniinftige Losungen zu garantieren, mufl an diesen Stellen dafiir gesorgt werden, daf}
die Losungsfunktion stetig bleibt.

Die Behandlung der hingenden Knoten sei an Abbildung 4.1 illustriert, wobei der Einfach-
heit halber von bilinearen Elementen ausgegangen sei. Die Behandlung héherer Ansatzgrade und
hoherer Dimensionen als zwei verlauft ganz analog, jedoch sind die Gleichungen weniger iibersicht-
lich.

Da, wie gesagt, die Funktion am Knoten 3 stetig sein soll, mufl wegen der Linearitit der
Ansatzfunktionen auf den Kanten der Koeffizient der Basisfunktion zum Knoten 3 genau der
Mittelwert der Koeffizienten der Knoten 1 und 2 sein. Im Punkt 3 befindet sich damit kein echter
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Freiheitsgrad, aus algorithmischen Griinden werden aber Matrizen und Vektoren so aufgebaut als
wére dort einer, da sich dann Matrizen und Vektoren zellweise aufbauen lassen, ohne daf schon
beim Aufbau Riicksicht auf die hingenden Knoten genommen werden muf}. In einem zweiten
Schritt werden in den Vektoren die Eintrige zur Basisfunktion 3 jeweils hélftig auf die Eintrige
zu den Basisfunktionen 1 und 2 verteilt. Analog werden in den Matrizen die Spalten und Zeilen
zur Basisfunktion 3 auf die Zeilen und Spalten der anderen Basisfunktionen verteilt. Die zum
héngenden Knoten gehorige Zeile und Spalte wird auf Null gesetzt um den unechten Freiheitsgrad
vom Rest des Systems zu isolieren.

Anschaulich ist dieses Vorgehen folgendermassen verstandlich: die echten Basisfunktionen ¢,
und @2 zu den Punkten 1 und 2 haben ihren Tréger jeweils auf den Elementen 1 bis 3, wie man
erwarten wiirde wenn der hingende Knoten 3 gar nicht da wire. Diese Basisfunktionen lassen
sich jedoch durch die Basisfunktionen ¢ und @s zu den entsprechenden Punkten plus jeweils der
Hilfte der Basisfunktion 3 zum mittleren Knoten darstellen:

N 1.
P1 =<P1+§903,

N 1.
P2 =992+§903-

@1 und @2 haben ihre Triger auf den Zellen 1 und 2 bzw. 1 und 3, @3 lebt auf den Elementen 2
und 3. Baut man nun Matrizen und Vektoren auf den Zellen ohne Wissen iiber hingende Knoten
auf, das heiffit mit den Basisfunktionen ;, so ist klar, wie die anschliefflende Aufsummierung zu
den Matrizen mit den echten Basisfunktionen ¢; stattzufinden hat. In hoheren Dimensionen oder
bei hoheren Ansatzgraden lassen sich die Ansatzfunktionen auf der eingeschriankten Kante durch
eine Matrix

wi = Z Cij Pj
J

mit den unechten Freiheitsgraden auf den Teilkanten verkniipfen, so dafl die Elimination aus Matri-
zen und Vektoren dimensions- und ansatzgradunabhéngig auf rein algebraischer Basis durchgefiihrt
werden kann.

Die Implementation der oben beschriebenen Manipulation von Matrizen und Vektoren ist im
Prinzip analog zur Behandlung von Randwerten durchfiihrbar. Es kommen wieder die beiden
Moglichkeiten Filtern und direkte Manipulation in Frage, wobei in DEAL.II die direkte Elimination
(Kondensation) gewihlt wurde. Nach dem Losen der Gleichungssysteme ist darauf zu achten, die
Freiheitsgrade wieder zu verteilen, das heifit den Eintrag zum Knoten 3 auf die Hilfte der Eintrige
der beiden benachbarten Freiheitsgrade zu setzen.

4.5 Steuerung des Gitters

Die verniinftige Steuerung der Gitter auf den verschiedenen Zeitebenen ist ein Thema {iber das al-
leine wohl Diplomarbeiten zu schreiben wéren. Im folgenden Abschnitt sollen einige der Probleme
und die unternommenen Versuche zur Losung kurz beschrieben werden. Sie sind im wesentlichen
unabhéngig von Zeitschrittverfahren, Verfeinerungskriterium, Fehlerschitzer und &hnlichen Para-
metern, so daf} diese nicht bei allen Beispielen angegeben sind.

4.5.1 Auseinanderdriften der Gitter

Die Erzeugung von Gittern findet im wesentlichen wie folgt statt: auf einem gegebenen groben
Gitter Tp,, das in allen Zeitschritten identisch ist, werden die Losungen wy, und wp, des Vorwérts-
und Riickwirtsproblems berechnet. Aus diesen beiden Losungen werden fiir jeden Zeitschritt die
zu verfeinernden/zu vergrébernden Zellen bestimmt und daraus Gitter Ty —erzeugt, die jetzt auf
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den einzelnen Zeitschritten n im allgemeinen unterschiedlich sind. Auf diesen Gittern werden jetzt
wieder die Losungen up, und zj, berechnet, daraus die Gitter T} , usw.

Im Endeffekt wird jedes Gitter T aus T} _ und den Losungen wj,_ und Wy, bestimmt. Auf
diese Art besteht praktisch keine Kopplung zwischen den Gittern zu verschiedenen Zeitschritten
und in der Tat unterscheiden sich die Gitter T} und 'JI‘ZI'"1 oft betréichtlich. Das ist dann ein Pro-
blem, wenn sich die Verfeinerungslevel einiger Zellen zwischen den beiden Gittern zu stark dndern,
da dann die Projektion der Lésung vom alten Gitter auf das neue leidet (technisch ist ein Transfer
iiber mehrere Verfeinerungsebenen ohne weiteres méglich, wie in Abschnitt 4.2 beschrieben).
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Abbildung 4.2: Anzahl an Gitterzellen in verschiedenen Durchliufen. Die Gitter entstanden durch
Verfeinerung nach einem Energiefehlerschitzer beim einem Beispiel, bei dem eine Welle vom Rand
aus durch das Gebiet liuft. Da die Anfangsbedingungen konstant sind, ist die Zellzahl am Anfang
sehr klein; die Randbedingungen sind ab t = 0.4 konstant Null, so daf$ sich die Welle nur verschiebt
und die Zellzahl in etwa konstant bleiben sollte. Links ist nur die Anzahl der Verfeinerungslevel
begrenzt, um die sich einzelne Zellen in aufeinanderfolgenden Zeitschritten unterscheiden diirfen,
rechts sind alle beschriebenen Kopplungen zwischen aufeinanderfolgenden Gittern verwendet. Die
absolute Zahl der Zellen ist aufgrund unterschiedlicher Verfeinerungsparameter nicht vergleichbar.

Um die Divergenz der Gitter zu verringern, wurde versucht, die T} fiir aufeinanderfolgende
n moglichst eng aneinanderzukoppeln. Dazu werden jeweils zusétzliche Zellen zur Verfeinerung
markiert, um zu verhindern, daf} sich die Verfeinerungsstufen zweier Zellen in aufeinanderfolgen-
den Gittern um mehr als eins unterscheiden! und es wurden einige Gitterglittungsalgorithmen
implementiert, um isolierte verfeinerte oder unverfeinerte Zellen und einige zusétzliche Félle zu
eliminieren. Durch diese Schritte wurde das Gitter Ty, aufier an Ty, auch an die Gitter ']I‘"jEl
gekoppelt. Das dampft zwar die schlimmsten Divergenzen etwas, d1e Anzahl an Zellen in den
einzelnen Gittern bleibt im wesentlichen aber unkorreliert, wie Abblldung 4.2 zeigt. Kleine Os-
zillationen in den ersten Durchldufen verstirken sich in den darauffolgenden, so da§ Variationen
der Zellzahl in aufeinanderfolgenden Zeitschritten bis zu einem Faktor zwei durchaus vorkommen,
bei vier oder fiinf Zeitschritten auseinanderliegenden Gittern auch Faktoren drei oder noch mehr;
dhnliche Oszillationen wurden auch von HARTMANN [19] beobachtet. Ein Mechanismus scheint zu
sein, dafl die Kopplung die Gitter fiir einige Zeit einigermaflen konstant hélt, bis sie sich ruckartig
dndern.

Eine Losung dieses Problems ist wohl nur durch eine stéirkere Kopplung der Gitter in jedem
Durchlauf moglich, zum Beispiel in dem T}, auch an 'H‘Zlﬂ gekoppelt wird. Die Schwierigkeit
hier ist algorithmischer Natur, weil kein verniinftiges Kriterium fiir den Abstand zweier Gitter
voneinander und seine Begrenzung bekannt scheint. Zu eng diirfen die Gitter auf der anderen Seite
auch nicht aneinander gekoppelt sein, da sonst die Vorteile des mitwandernden Gitters verloren

IDiese Bedingung 18t sich nicht immer garantieren, da das Gitter in einem Zeitschritt n vom darauffolgenden
verdndert werden kann, was dann aber unter Umstinden Auswirkungen auf das Gitter zum Zeitschritt n — 1 haben
konnte. Solche Anderungen iiber mehr als einen Zeitschritt werden aus algorithmischen Griinden nicht beachtet
und koénnen dazu fithren, daf} sich Gitter um mehr als eine Verfeinerungsebene unterscheiden.
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gehen; so fiihrt beispielsweise die Limitierung der Differenz der Verfeinerungslevel einzelner Zellen
des aktuellen Gitters mit dem vorletzten (statt nur mit dem letzten) Gitter im wesentlichen zu
einem Einfrieren der Gitter, was nicht erwiinscht sein kann.

Ein anderer Ansatz wire die Verwendung geeigneterer Verfeinerungskriterien. Im Beispiel in
Abbildung 4.2 wurden in jedem Zeitschritt die Zellen mit dem grofiten Fehlerbeitrag zur Verfei-
nerung markiert, die zusammen ¢, = 95 Prozent des Fehlers ausmachen, wiahrend die Zellen zur
Vergréberung markiert wurden, die die unteren g. = 2 Prozent ausmachen. Dieses Verfahren ist
wohl zu grob, um wirklich effizient zu arbeiten,? weshalb auch kompliziertere Verfahren untersucht
wurden.

In Ermangelung fundierterer Ansétze wurde eine Anzahl heuristischer Regeln implementiert,
die wesentlich bessere, jedoch noch nicht vollig befriedigende Ergebnisse liefert. Ein Beispiel ist in
Abbildung 4.2 rechts wiedergegeben, bei dem die Zellzahl in etwa dem entspricht, was man gerne
hétte; die Verldufe sind allerdings nicht in allen Fillen so gut. Die Regeln zur Gittersteuerung sind
im folgenden als Pseudoprogramm angegeben:

1. Markiere die Zellen mit dem grofiten Fehler i zur Verfeinerung, die zusammen den Anteil
¢ am Gesamtfehler n haben.

2. Markiere die Zellen mit dem kleinsten Fehler nx zur Vergroberung, die zusammen den Anteil
¢. am Gesamtfehler 1 haben.

3. Losche die Vergoberungsflags von Zellen, bei denen nicht alle Kinder einer Zelle markiert
sind.

4. Markiere zusétzliche Zellen, so dafl das aktuelle und das Gitter des letzten Zeitschrittes
gewissen Regularititsforderungen geniigen.

5. Markiere in diesem und im letzten Gitter zusitzliche Zellen, so dafl sich die beiden Gitter
um jeweils hochsten eine Verfeinerungsstufe auf jeder Zelle unterscheiden.

6. Wenn im ersten Verfeinerungsdurchlauf, dann Ende.

7. Zihle die Anzahlen N? und N"~' der durch die Markierungen auf diesem und auf dem
letzten Gitter entstehenden Zellen.

8. Berechne eine obere und untere Schranke fiir die Anzahl an Zellen im aktuellen Gitter gemaf
folgender Formeln:

Niw = N 1L +6p), N

mazx min

= anl(]_ — 6¢)

Falls im ersten Verfeinerungsdurchlauf oder die alte Zellzahl auf dem aktuellen Gitter kleiner
als 200 ist, verwende 364, statt ;). Falls im zweiten Durchlauf oder die Zellzahl kleiner als
300, dann verwende 264,

9. Falls N* > N»
Nn

mazx-*

und N™ > 200, dann 16sche solange Verfeinerungsmarkierungen, bis N <

10. Sonst: Falls N < N»

min’

dann markiere solange Zellen zur Verfeinerung, bis N® > N

11. Fiihre die Schritte 3,4 und 5 erneut aus.

12. Falls nicht N". < N™ < N"

in mazs dann gehe zu 7.

2Tm allgemeinen wird als optimal angesehen, wenn ¢, = 50 Prozent gewihlt wird. Abgesehen davon, daff dieser
Wert allerdings nur fiir einfache statische Probleme als gut gilt, brauchte man auch wesentlich mehr Verfeinerungs-
durchldufe, um zum letztendlich brauchbaren Gitter zu gelangen, was aus Rechenzeitgriinden nicht praktikabel
erscheint.
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Die Variation von d4; in Punkt 8 ist notwendig, um das Gitter in den ersten Verfeinerungs-
schritten nicht zu stark einzuschrénken. Aufgrund der in Schritt 11 durchgefiihrten Aktionen ist
nicht mehr garantiert, daf} sich die Zellzahl N™ im Zielkorridor [N, , N ] befindet, so da§ im
letzten Schritt eine Iteration gestartet wird; im allgemeinen sind zwei Durchldufe der Punkte 7
bis 11 ausreichend. Als geeignet fiir §; und 6¢ haben sich Werte in der Gegend von 0.1 und 0.03
erwiesen. d; sollte kleiner als d4 sein, da die Approximation bei einer Verkleinerung der Zellzahl
leidet, wéhrend eine Vergroflerung im allgemeinen keine negativen Auswirkungen hat. d; sollte
trotzdem nicht zu grof} sein, da fiir das duale Problem die umgekehrte Zeitrichtung gilt und da
ein zu starker Anstieg im allgemeinen eine starke Verkleinerung der Zellzahl nach sich zieht.

Zur Berechnung der Fehlergrofie nix wird entweder ein Energiefehlerindikator oder der duale
Fehlerschéitzer verwendet. Beide messen jedoch nur den Fehler in der primalen Loésung. Soll der
duale Fehlerschétzer verwendet werden, so ist es notwendig, dafl auch die duale Lésung mit hinrei-
chender Genauigkeit berechnet wird; es wird daher der Energiefehlerindikator auch auf die duale
Losung angewendet, die zellweisen Fehlergrofen n¢- aus diesem Prozef geeignet skaliert, so daf
der maximale Fehler pro Zelle maxy 1} aus dem primalen Problem und maxy n% aus dem dualen
Problem gleich grof sind und schliellich wird aus diesen beiden Groflen eine gewichtete Summe
gebildet, die als Verfeinerungskriterium verwendet wird:

p
i = anfy + K A,
maxg Mg
In der Praxis hat es sich erwiesen, daf eine geeignete Gewichtung den primalen Fehlerschitzer
etwa a = 4 bis 8 Mal so stark bewertet wie den dualen Indikator. Bei der Berechnung der Spriinge
der Normalenableitung fiir den Energiefehlerschétzer ist beim dualen Problem die Variable o5, zu
verwenden, wie man aus (2.21) erkennt.

Aus dem gleichen Grund wie oben ist es bei nichtlinearen Zielfunktionalen, bei denen eine
Linearisierung um die numerisch erhaltene Losung notwendig ist, wichtig, dafl die ersten Verfei-
nerungsschritte mit einem Energiefehlerschétzer statt dem dualen Schétzer durchgefiihrt werden.
Im anderen Fall kann es passieren, dafl die duale Losung aufgrund der mangelnden Genauigkeit
der numerischen primalen Losung stark von der Losung des exakten dualen Problems abweicht.
Die Verfeinerung wird dann in Gebieten durchgefiihrt, die fiir das Ergebnis nicht relevant sind, so
dafl die primale Losung im n#chsten Schritt genauso falsch ist wie im ersten; das Verfeinerungs-
verfahren konvergiert dann nicht.

Die Verwendung vorgelagerter Verfeinerungsschritte mit einem Energiefehlerindikator wider-
spricht aber nicht dem Ansatz, die Adaptivitit mit einem dualen Problem anzugehen; der Grund
ist, daf} die Losbarkeit eines Problems auf eine bestimmte Genauigkeit praktisch ausschliefilich
durch die von den letzten ein bis zwei Verfeinerungsdurchgéingen benétigten Ressourcen (Re-
chenzeit und Speicher) bestimmt ist, wihrend die davorliegenden Durchginge weitgehend ver-
nachléssigbar sind. Gelingt es also mit einem dualen Problem den ben&tigten maximalen Ressour-
cenbedarf zu senken, so ist die Verwendung suboptimaler Verfahren in den vorherigen adaptiven
Schritten akzeptabel.

Das Verfahren zur Steuerung der Zellzahl ist in der beschriebenen Form nicht ganz befriedigend.
Der Grund liegt darin, dafy der Algorithmus versagt, sobald der Zeitschritt sehr klein wird, da die
Abweichungen 0y, elgenthch proportional zur Zeitschrittweite sein sollten, um eine Beschrankung
der Anderungsrate zu garantieren. Problematisch dabei ist, da der Zielkorridor fiir die Zellzahl
nicht kleiner als etwa fiinf Prozent sein sollte, da die resultierende Zellzahl bei Markierung einiger
Zellen nicht genau vorhersagbar ist und es sonst nicht méoglich ist, das Ziel zu erreichen. Losen
148t sich dieses Problem nur bei Kopplung von mehr als zwei Zeitschritten aneinander.

4.5.2 h-Abhéngigkeit der Dispersionsrelation

Eines der in der Praxis unangenehmsten Probleme ist die Abhéngigkeit der Ausbreitungsgeschwin-
digkeit von der lokalen Gitterweite. Dieses Problem ist wohlbekannt und auch theoretisch gut
untersucht, siehe zum Beispiel [1]. Der Effekt ist besonders ausgepriigt fiir lineare Elemente. Im
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wesentlichen 1duft die Abhéngigkeit der Dispersionsrelation von der Gitterweite h darauf hinaus,
dafl Wellen auf gréberen Gittern schneller laufen als auf feinen und daf§ die Geschwindigkeit erst
im Limes h — 0 gegen die Ausbreitungsgeschwindigkeit des kontinuierlichen Problems geht. Auch
ist die Geschwindigkeit abhiingig von der Wellenléinge und davon, ob die Ausbreitung in Richtung
des Gitters oder diagonal dazu verlauft. Letzteres ist in Abschnitt 5.2 numerisch untersucht.

Abbildung 4.3 illustriert die vom Verhiltnis Gitterweite zu Wellenldnge abhingige Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit. Gerechnet wurde auf dem Gebiet [0, 3] x [0, 1], wobei unten und oben ho-
mogene NEUMANN-Randwerte gesetzt waren und durch Steuerung von u(x = 0,y,t) = sin(2.57t)
fiir t < 0.4 eine Welle vom linken Rand in das Gebiet lduft. Das Signal am Ort x = (1,0.5) sollte
genau diesem halben Sinus entsprechen und zum Zeitpunkt ¢ = 1 eintreffen. Abbildung 4.3 zeigt,
dafl das Signal fiir zu grobe Gitter zu friih eintrifft und daf} seine Form durch den Vorldufer stark
verzerrt ist. Um den Fehler in der Wellenausbreitungsgeschwindigkeit zu bestimmen nimmt man
den Schwerpunkt der Energie des Signals:?

_ [ts(t)? dt
sz dt’
Das Verhaltnis aus der daraus berechneten Ausbreitungsgeschwindigkeit zum richtigen Wert ist in

der Abbildung rechts in Abhéngigkeit vom Verhiltnis zwischen Wellenléinge (die hier 0.8 ist) zur
Gitterweite dargestellt. Die Abweichung geht etwa mit der zweiten Potenz von h gegen Null.

(t) s(t) = u(1,0.5,¢).
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Abbildung 4.3: Abhingigkeit der Ausbreitungsgeschwindigkeit von der Gitterweite. Links: Signal
u(x =1,y = 0.5,¢t) fiir verschiedene Verfeinerungen. Rechts: Fehler in der Ausbreitungsgeschwin-
digkeit cnumerisch gegentiber dem exakten Wert cepqrt -

In der Ingenieurliteratur (vgl. beispielsweise [35]) findet man oft den Ratschlag, mindestens 10
bis 20 Gitterpunkte pro Wellenlénge zu verwenden. Die Ergebnisse der Abbildung stimmen damit
in etwa iiberein, wenn man beachtet dafl aufgrund der abgeschnittenen Sinuswelle auch hohere
Frequenzen als v = 2.57 vorhanden sind.

Im Kontext adaptiver Verfeinerung spielt der beschriebene Effekt insofern eine Rolle, als die
Gitter fiir den zweiten Durchlauf auf der Basis der Lésung des ersten Durchlaufs bestimmt wird.
Da die Welle im ersten Durchlauf aber zu schnell war, bleibt die Welle im zweiten Durchlauf
nur am Anfang auf dem verfeinerten Bereich, fillt aber irgendwann hinter diesen Bereich zuriick.
Solange die Welle auf dem verfeinerten Bereich bleibt, halten sich die Probleme in Grenzen, da die
Geschwindigkeit auf dem feineren Gitter schon recht nahe an die tatsichliche herankommt und
das Gitter im dritten Durchlauf gut brauchbar ist. Sobald die Welle aber vom verfeinerten Bereich
,hinten herunter gefallen® ist, lduft sie wieder auf dem groben Bereich und damit wieder mit der
falschen Geschwindigkeit; damit wird der Bereich hinter dem im ersten Durchlauf verfeinerten

3Diese Wahl ist relativ willkiirlich, man kénnte genauso gut einen der Nulldurchgiinge oder eines der Maxima der
Welle nehmen; da die Energie aber im allgemeinen die Mefigréfie ist und dariiberhinaus die Gruppengeschwindigkeit
der Welle kennzeichnet, wird sie zur Definition der Ausbreitungsgeschwindigkeit verwendet.
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Gebiet verfeinert, dieser Bereich bewegt sich aber immer noch zu schnell, weshalb wir im néchsten
Durchlauf das gleiche Problem haben werden, wenn auch spéter.

Im Endeffekt benotigt man mehrere Durchldufe, bis allein der einmal verfeinerte Bereich mit
dem tatséchlichen Ort der Welle iibereinstimmt. Die gleichen Probleme treten auch auf héheren
Verfeinerungsstufen auf, wenn auch nicht ganz so markant.

Ansétze zur Losung dieses Problems sind einerseits, gleich auf einem relativ feinen Gitter
anzufangen und bei den darauffolgenden viele Zellen zu vergrébern, andererseits am Anfang eine
gewisse Anzahl von Durchldufen durchzufiihren, bei denen die Verfeinerung sehr vorsichtig gehand-
habt wird, um eine zu starke Verfeinerung an den Orten zu verhindern, wo die exakte Losung,
im Gegensatz zur numerischen Losung auf zu groben Gittern, glatt ist. Bei Problemen mit kurz-
en Wellenldngen ist der erste Weg nicht gangbar, beispielsweise wiirde die Forderung nach nur 10
Gitterpunkten pro Wellenléinge bereits auf dem ersten Gitter bei dem in Abschnitt 5.3 gerechneten
Beispiel 108 Zellen pro Zeitschritt nach sich ziehen.

Im wesentlichen verhindert dieses Problem die mehrfache Verfeinerung von Zellen mit grofiem
Fehlerindikator in einem Durchgang, wie es bei elliptischen und parabolischen Problemen durch-
fithrbar ist (vgl. [22, 19]). Ein dritter Weg ist die Verwendung von finiten Elementen hoherer
Ordnung, die eine geringere Dispersion zeigen, vergleiche [1] und Abschnitt 5.2.

4.5.3 Orts-Zeit-Adaptivitat

Eine optimale Strategie zur Gitterverfeinerung wiirde neben der Ortsgitter- auch die Zeitschritt-
weite adaptiv anpassen. Diese Art der Adaptivitiit ist ausgehend von den in Abschnitt 2.4 vorge-
stellten Konzepten leicht machbar und in [19] fiir die Wirmeleitungsgleichung auch in der Praxis
gezeigt; allerdings ist die Bedeutung der Zeitschrittweitenadaption bei der Wellengleichung nicht
so grofl wie bei der Diffusionsgleichung, wofiir im wesentlichen zwei Griinde ausschlaggebend sind:

o Keine unterschiedlichen Zeitskalen: Bei der Wellengleichung sind die Zeitskalen im allgemei-
nen konstant; insbesondere gibt es keine stationéren Zusténde, so daf} sich eine wesentliche
Vergroflerung der Zeitschrittweite meistens verbietet.

o Kein Informationsverlust: Bei der Wirmeleitungsgleichung unterliegt Information starker
Déampfung, so daf Zielfunktionale, die die Losung am Endzeitpunkt auswerten, grofle Zeit-
schritte am Anfang zulassen. Da bei der Wellengleichung kein Informationsverlust vorhanden
ist, verlangt eine Auswertung zu beliebiger Zeit eine mdglichst exakte Rechnung zu allen
fritheren Zeitpunkten.

Aus den genannten Griinden erschien die Implementation zeitschrittadaptiver Methoden nicht
so relevant. Ein wesentlich wichtigerer Punkt wére jedoch der Vergleich von Fehlerinformation tiber
verschiedene Zeitschritte hinweg: die Fehlerschétzer liefern einen Indikatorwert fiir jede Raum-Zeit-
Zelle; die Entscheidung, ob eine Zelle verfeinert bzw. vergrébert wird, findet jedoch im verwendeten
Programm nur durch Vergleich mit den anderen Zellen des gleichen Zeitschritts statt. Durch dieses
Verfahren werden auch Zellen verfeinert, deren Indikator wesentlich kleiner ist als die Indikatoren
von Zellen auf anderen Zeitschritten, die nicht verfeinert werden. Im Endeffekt vergréfiert sich so
die Zahl der fiir eine gegebene Genauigkeit bendtigte Zahl an Freiheitsgraden; in Abschnitt 3.3 ist
ein Beispiel angefiihrt, wo die Einsparung erheblich wire.

Trotzdem wurde im Rahmen dieser Arbeit von einer Implementation dieses Quervergleichs Ab-
stand genommen, da der Vergleich von bis zu 50.000.000 Indikatoren eine erhebliche programm-
und speichertechnische Herausforderung darstellen wiirde. Fiir zukiinftige Arbeiten ist diese Op-
timierung aber wiinschenswert und erfolgversprechend.

Ein weiteres, nicht verfolgtes Ziel ist die Verwendung ortlich unterschiedlicher Zeitschrittweiten.
Ebenso wie die Ortszellen lokal verfeinert werden, sollte es moglich sein, die Orts-Zeit-Zellen
einzeln zu verfeinern. Dies wiirde es erlauben, die Orts-Zeit-Gitter nahezu optimal an das Problem
anzupassen. Neben dem zu erwartenden erheblichen Implementationsaufwand ist dieser Ansatz
allerdings nur dann méglich, wenn es gelingt, die verwendete Formulierung analog zu Abschnitt 2.3
in die einzelnen, dann lokalen Zeitschritte zu entkoppeln. Diese Entkopplung ist jedoch schwierig,
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so daf sich in der Literatur nur wenige praxisrelevante Ansétze zur Verwendung von Raum-Zeit-
Elementen finden und auch diese vorwiegend nur fiir eine Raumdimension (fiir ein solches Beispiel
vergleiche [16]).



Kapitel 5

Weitere numerische Beispiele

In diesem Kapitel sollen einige weitere Beispiele untersucht werden, um Vor- und Nachteile der
adaptiven Methoden gegeniiber globaler Verfeinerung zu ergriinden. Die meisten der Beispiele ha-
ben keine direkte Anwendung, dienen aber prototypisch als reduzierte Fiille realer Probleme. Dazu
wurden Zielfunktionale ausgewihlt, um ein Spektrum moglicher Anwendung abzudecken, darunter
Punkt- und Linienauswertungen iiber die Zeit integriert und ein Raum-Zeit-Integral. Zusammen
mit den Gebietsintegralen des letzten Kapitels sind somit aufler Punkt- und Linienauswertungen
ohne Zeitintegral alle Typen von Funktionalen abgedeckt; die Punktauswertung ist allerdings im
allgemeinen kein wohldefiniertes Funktional auf dem Losungsraum.

Als letztes Beispiel wird ein Effekt untersucht, der bei der Verwendung adaptiver Gitter zurecht
oft kritisiert wird, namentlich die teilweise Reflexion von Wellen an Gitterdiskontinuitéiten. Es
wird gezeigt, dafl die damit zusammenhingenden Probleme mit etwas Sorgfalt umgangen werden
kénnen und dann zu wesentlich besseren Ergebnissen fithren als bei Verwendung von zeitlich nicht
verdnderlichen und nur an die Koeffizienten adaptierten Gittern.

In einigen der folgenden Abschnitten ist der Fehler gegen die Rechenzeit aufgetragen. Diese
Werte kénnen nur eine grobe Richtschnur sein, da die Programme nicht auf Geschwindigkeit opti-
miert wurden, vor allem aber da die Rechenzeit bei den adaptiven Rechnungen von einer Vielzahl
von Einstellmoglichkeiten abhéngt; dazu zdhlen vor allem das Startgitter, die Strategie, mit der aus
den zellweisen Indikatoren bestimmt wird, welche Zellen verfeinert oder vergrobert werden sollen,
und schliefilich die Anzahl der zu verfeinernden oder vergriobernden Zellen. Die Erfahrung zeigt,
dafl durch ausgiebiges Spielen mit diesen Werten ein mehrfach geringerer Rechenaufwand moglich
ist, was bei den Rechnungen mit global verfeinerten Gittern naturgemif wegfillt. Es wurde trotz-
dem darauf verzichtet, hier Optimierungen vorzunehmen, da es mehr um die Demonstration der
Konzepte ging; Optimierung der Laufzeit kann nur bei echten Beispielen aus der Praxis sinnvoll
sein. Bei der Angabe der Rechenzeit ist zu beachten, dafy bei adaptiven Rechnungen die gesamte
Rechenzeit angegeben ist, inklusive der vorherigen Durchldufe, die zur Verfeinerung des Gitters
benotigt wurden; diese sind bei globaler Verfeinerung natiirlich nicht nttig und daher auch nicht
angegeben.

Die Erfahrung zeigt, dafl die Rechenzeit fiir jeden Verfeinerungsdurchlauf ungefihr doppelt so
lang ist, wie fiir den vorherigen. Daraus folgt, dafl adaptive Verfahren dann effektiver als globale
Verfeinerung sind, wenn die Rechenzeit fiir das letzte Gitter unter der Hélfte der Rechenzeit
auf einem global verfeinerten Gitter liegt. Dies ist fiir einen Energiefehlerschitzer gegeben, falls
er kumuliert weniger als etwa die Hilfte der Freiheitsgrade benétigt; fiir den dualen Schétzer
ist der Aufwand zur Losung des dualen Problems mitzuberiicksichtigen, die nttige Ersparnis an
Freiheitsgraden l48t sich daher nicht so einfach angeben.

Andererseits konnte die Rechenzeit fiir das global verfeinerte Gitter wesentlich reduziert wer-
den, wenn man von der dann (bei konstanter Zeitschrittweite) konstanten Systemmatrix am An-
fang eine LU- oder #hnliche Zerlegung machen wiirde, da in jedem Zeitschritt dann nur noch
ein Vorwérts-Riickwérts-Einsetzen notig wire. Oft ist jedoch der begrenzende Faktor bei Rech-
nungen mit hoher Genauigkeit der verfiighare Hauptspeicher, was die beschriebene Technik als

99
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nicht praktikabel erscheinen 148t und die Reduktion der Zahl der Freiheitsgrade als wichtiger als
die Verringerung der Rechenzeit erscheinen 14f3t. Typischerweise ist der Bedarf etwa 1000-1200
Byte pro Freiheitsgrad bei linearen Elementen, so dafl der Speicherausbau der fiir diese Arbeit
zuginglichen Rechner ein Maximum bei etwa 300.000-500.000 Freiheitsgraden pro Zeitschritt fiir
jede der beiden Variablen setzt; Rechnungen dauern bei dieser Zahl an Freiheitsgraden und 200
Zeitschritten ein bis zwei Tage, was sich beim Einsatz von Mehrgittertechniken deutlich verringern
lassen sollte.

5.1 Zeitintegral einer Punktauswertung

Bei der Simulation seismischer Wellen ist die Auswertung der Verschiebung oder der Geschwin-
digkeit an einem Punkt (z. B. an einer Erdbebenstation, um mit Mefidaten vergleichen zu kénnen)
ein hiufiger Fall. In diesem Abschnitt seien adaptive und nicht-adaptive Verfahren einander ge-
geniibergestellt, um die Genauigkeit vergleichen zu kénnen.

Zu losen sei die Wellengleichung mit konstanten Koeffizienten p = ¢ = 1 auf dem Gebiet
[-1,1]%. u sei auf dem Rand Null und die Anfangswerte seien durch eine radialsymmetrische
Funktion gegeben:

ug(r) =0,
vo(r) =6(s —r),

mit s = 11—0 und der HEAVISIDESchen Sprungfunktion 6. Solange die Welle den Rand nicht erreicht,
d.h. fiir ¢ < 0.9, 148t sich das Problem beschreiben, als ob es in der ganzen Ebene gestellt sei.
Als Zielfunktional wurde der iiber das Zeitintervall [0, %] integrierte Wert,

J(w) = /05 u(0,t) dt,

gewihlt; durch die spezielle Wahl des Ursprungs als Auswertungspunkt kann man den exakten
Wert des Funktionals bestimmen und den exakten Fehler angeben. Wihrend die Auswertung von
u an einem Punkt zu einem einzelnen Zeitpunkt auf der Klasse der Losungen der Wellengleichung
nicht definiert ist, ist das Zeitintegral unter schwachen Regularitédtsforderungen (keine Diskonti-
nuitdten entlang Linien, deren Tangenten an ein endliches Stiick der Kurve auf den Auswertungs-
punkt zeigen) an die Anfangsbedingungen erlaubt, so dal das Funktional hier nicht regularisiert
werden mufl.

Zur Bestimmung des exakten Werts des Funktionals beachten wir, dafl in zwei Dimensionen
die retardierte GREENsche Funktion des Problems durch

ey L T x—y])
Gy(x—y,t T)_QW\/(t—r)2—|x—y|2

gegeben ist und sich die Anfangswerte als spezielle Inhomogenitét schreiben lassen:
g — Au = —6'(t)up(x) + 6(t)vo(x).

Damit gilt fiir die Losung am Ursprung:

u(0,1) = / dy / dr Gy (3.t — 7)(=8'(Muo(y) + 6(r)0(y)),

und mit den gegebenen Anfangswerten
u(0,) = [ dy Gy )en(y)

_ [ rrie(t_r)v r
—/0 d mo()

min(s,t) 1
=/ dr r—.
0 2 — p2
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Dieses Integral 1483t sich leicht auswerten und man erhéilt
u(0,t) =t —0(t — s)\V 2 — s2. (5.1)

Der exakte Wert des obigen Funktionals ist damit & — & v/6 + 55 In(5 + 21/6) ~ 0.013988.

Der zeitliche Verlauf der kontinuierlichen sowie der Verlauf der numerischen Losung im Ur-
sprung ist in Abbildung 5.1 dargestellt. Die numerischen Ergebnisse sind nach zwei und nach
sechs Verfeinerungszyklen dargestellt, oben rechts fiir Verfeinerung mit einem Energiefehlerindi-
kator, unten links mit dem dem Problem angepafiten dualen Fehlerschétzer und unten rechts bei
globaler Verfeinerung auf konstant 1024 und auf 16384 Zellen, d. h. mit 4225 bzw. 66049 Freiheits-
graden pro Zeitschritt. Die Rechnung wurde mit biquadratischen Elementen fiir das primale und
bikubischen Elementen fiir das duale Problem durchgefiihrt. Die Zeitschrittweite betrug konstant
0.005, d. h. es wurden 100 Zeitschritte durchgefiihrt.
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Abbildung 5.1: Zeitlicher Verlauf der Auslenkung u(0,t) am Ursprung in der exakten Ldsung
(links oben) sowie der numerischen Lésung nach zwei und nach finf bzw. sechs Verfeinerungszy-
klen. Rechts oben Verfeinerung mit einem Energiefehlerindikator, links unten mit dem angepafsten
dualen Problem, rechts unten bei globaler Verfeinerung.

In Abbildung 5.2 sind die relativen Fehler bei der Auswertung des Funktionals gegen die Anzahl
der Freiheitsgrade! und gegen die Rechenzeit fiir die verschiedenen Fehlerschiitzer und globale
Verfeinerung gegeneinander aufgetragen. Als Anzahl der Freiheitsgrade wurde die Summe der
Zahlen in den einzelnen Zeitschritten gewadhlt. Der erste Wert ist bei allen drei Kurven jeweils
identisch, da auf dem gleichen Grobgitter gerechnet wurde; dafy der dritte Wert so niedrig liegt, ist
Zufall, da der Fehler in diesem Bereich sein Vorzeichen wechselt, was aber in der logarithmischen
Darstellung nicht zu sehen ist. Da die Auswertung der Fehleridentitit (2.22) durch Rechnen des

IWie in Kapitel 3 ist die Anzahl der Freiheitsgrade iiber die einzelnen Zeitschritte aufsummiert angegeben; da
die Zahl zwischen einzelnen Zeitschritten stark schwanken kann, ist dies die einzige vergleichbare Grofie. Allerdings
wurde nur die Anzahl der Freiheitsgrade fiir die urspriingliche Variable u akkumuliert, beriicksichtigt man auch die
Freiheitsgrade in der Geschwindigkeit v, so erhélt man den doppelten Wert.
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dualen Problems mit um eins erhhtem Polynomgrad erfolgte, ist der Vorteil des dualen Schétzers
gegeniiber dem Energiefehlerindikator bei der Rechenzeit nicht so deutlich; das Verhé&ltnis sollte
aber klarer sein, wenn man mit dem gleichen Ansatzgrad rechnet (Abschnitt 2.4.4), da dann der
Aufwand fiir das duale Problem nicht mehr den fiir das primale Problem iiberwiegt.

1 1
Energieschaetzer —_— Energiesch‘aetzer —_—
Dualer Schaetzer ---x--- Dualer Schaetzer ---x---
Globale Verfeinerung ------ - Globale Verfeinerung ---*---
0.1 | E 0.1 [ E
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(7] @ !
w w R
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0.0001 L L 0.0001 . L .
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Anzahl an Freiheitsgraden Rechenzeit in Sekunden

Abbildung 5.2: Relativer Fehler in Abhdngigkeit von der Zahl der Freiheitsgrade und der Rechenzeit
bei verschiedenen Verfeinerungsverfahren.

Im allgemeinen interessiert nicht das Zeitintegral iiber u(0,¢), d.h. die mittlere Abweichung

3

vom exakten Verlauf, sondern die mittlere quadratische Abweichung

rms = </1 u(0,t) — uh(O,t)2> : .

Dieser Fehler ist in Abbildung 5.3 fiir die verschiedenen Verfeinerungskriterien dargestellt.
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Abbildung 5.3: Mittlerer quadratischer Fehler rms in Abhingigkeit von der Zahl der Freiheitsgrade
und der Rechenzeit bei verschiedenen Verfeinerungsverfahren. Die Ergebnisse des mit dem dualen
Schatzer verfeinerten Gitters sind besser als die der anderen Verfahren, obwohl des Fehlerfunktio-
nal nicht an die Fragestellung angepafit war.

Aus den Abbildungen geht hervor, dal der Fehler durch die Zeitdiskretisierung, die nicht
verdndert wurde, bei etwa 0.5-1 Prozent (Zeitintegral, Abbildung 5.2) bzw. 0.002-0.003 (rms,
Abbildung 5.3) liegt. Das durch den dualen Fehlerschiitzer gesteuerte Verfahren ist in der Lage,
diesen Bereich mit deutlich weniger Zellen als die anderen beiden Prozesse zu erreichen. Der
drittletzte, sehr niedrige Wert des dualen Schiitzers in Abbildung 5.2 ist allerdings eher zufilliger
Natur; dort wechselte der Fehler sein Vorzeichen.

In Abbildung 5.4 sind die vom dualen Schitzer und vom Energiefehlerindikator erzeugten Gitter
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Abbildung 5.4: Vergleich der vom dualen Schitzer (oben, nach sieben Verfeinerungsschritten)
und vom Energiefehlerindikator (unten, nach sechs Verfeinerungsschritten) erzeugten Gitter und
Lésungen vy, .
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einander gegeniibergestellt. Es ist deutlich zu erkennen, dafl der duale Schitzer nur dort verfeinert,
wo es fiir das Endergebnis wichtig ist, wihrend die Welle selbst nur sehr schlecht aufgelost wird.

5.2 Winkelabhingigkeit der Ausbreitungsgeschwindigkeit

Es ist bekannt, daf} die Ausbreitungsgeschwindigkeit abhéingig davon ist, ob die Welle in Richtung
der Gitterlinien oder diagonal dazu lduft (siehe z.B. [1]). Im allgemeinen wird dieser Effekt als
,winkelabhéngige Ausbreitungsgeschwindigkeit® bezeichnet, wobei mit dem Winkel der Winkel
zwischen Ausbreitungsrichtung und den Gitterlinien gemeint ist.

Der beschriebene Effekt ist besonders da stérend, wo die genaue Ankunftszeit einer Welle eine
Rolle spielt, beispielsweise beim Vergleich von simulierten Erdbebenwellen mit den Aufzeichnungen
von Mefstationen. Die Abweichung der Dispersionsrelation vom richtigen Verlauf ist fiir Vierecks-
elemente in etwa 2-5 mal kleiner als bei Dreiecken (vgl. [21]); der Effekt der winkelabhingigen
Ausbreitungsgeschwindigkeiten ist fiir lineare Elemente besonders ausgeprigt und soll in diesem
Abschnitt untersucht werden. Das Beispiel selbst ist von keinem praktischen Wert.

Zu 16sen ist wieder die homogene Wellengleichung mit konstantem Koeffizienten. Als Anfangs-

r\2
verteilung wurde ug = 6(a — r)ef(i) (1 - 2—2) ,vp = 0 mit a = 11—0 gewihlt. Die exakte Losung ist

2
dt>

wieder radialsymmetrisch.
Als Zielfunktional wurde

J(u) = (/OT /Qu(r,¢,t) (w(r,¢)—w(r,¢+%))dr d¢

= ||(u.,w)9||L2([0,T])

=

gewihlt. Die Gewichtsfunktion sei

r_ 3
o(r:6) = max(cos46,0) p (). o(s) = (1= 2)0(1 — |s),
w= (w(r,¢)—w(r,¢+%)),

mit a = 0.03. Die Gewichtsfunktion w ist in Abbildung 5.5 dargestellt. Sie ist so gewiihlt, dafl sie die
Teile der Welle, die parallel zu Gitterlinien und die die diagonal dazu laufen mit unterschiedlichen
Vorzeichen gewichtet. Auf diese Weise erhiilt man genau die Differenz zwischen den Teilen der
Welle parallel und diagonal zum Gitter; fiir die exakte Losung sind die beiden Teile gleich und der
Wert des Funktionals ist Null. Als Referenz fiir die Groflenordnung der zu erwartenden Ergebnisse
kann der numerisch gewonnene Wert ||(u, |w|)a/lzz2 (0,77 & 3.22 - 1073 angesehen werden, der die
beiden Teile mit dem gleichen Vorzeichen gewichtet.

Fiir den dualen Fehlerschiitzer muf wieder ein linearisiertes Funktional .J (uy,; -) gew#hlt werden,
so daB J(up;e) = J(u)? — T (up)?; da der erste Summand verschwindet, ist die Gleichheit, trotz
der Nichtlinearitit hier erfiillbar und man w&hlt

T
J(uns 9) = J(un: ) = / (w, un)g (1, @) d.

Der Faktor (w, us) in J gewichtet die Zeiten hoher, bei denen eine Abweichung von der Symmetrie
vorliegt. Der Fehler 7 (u) — J (up) = —J (up) \/j (up)® = —/=T (u)® + J (up)? wird durch
—/—J(un; e) geschitzt. Das Funktional J stimmt mit dem exakten Funktlonal (2.27) iiberein,
wihrend das nach (2.28) linearisierte Funktional genau den doppelten Wert hiitte.

In Abbildung 5.6 sind die Fehler 7 (uy) fiir verschiedene Verfeinerungsstrategien dargestellt.
Er ist sowohl fiir globale Verfeinerung als auch fiir Verfeinerung mit dem Energiefehlerschétzer
proportional zu N~ !, wobei N die aufsummierte Anzahl an Freiheitsgraden der urspriinglichen
Variable v des primalen Problems ist. Dieser Verlauf korrespondiert ungefihr mit einer Konvergenz
proportional zu h~2.
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Abbildung 5.5: Die Gewichtsfunktion w. Der besseren Darstellbarkeit halber wurde hier a = 0.06
gesetzt.
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Anzahl an Freiheitsgraden Rechenzeit in Sekunden

Abbildung 5.6: Fehler in Abhdngigkeit von der Zahl der Freiheitsgrade und der Rechenzeit bei
verschiedenen Verfeinerungsverfahren. Man vergleiche die Werte mit dem 1m Text angegebenen
Referenzwert 3.22 - 1073,

Zum Vergleich ist auch der Fehler bei Verwendung von kubischen Elementen dargestellt. Sie
zeigen das nach [1] erwartete Verhalten, da der gleiche Fehler bei weniger als der Hélfte der
Freiheitsgrade und etwa der Hilfte der Rechenzeit erreicht wird.

In Abbildung 5.7 sind die Werte fiir Fehlerschitzer und tatséchlichen Fehler angegeben, wo-
bei die Verfeinerung mit dem dualen Schétzer durchgefiihrt wurde. In beiden Reihen liegen die
letzten drei Punkte in doppeltlogarithmischer Auftragung praktisch kollinear und man findet ei-
ne Konvergenzrate von N~!-05 fiir den echten Fehler 7 (uy) und von N9 fiir den Schitzer

1
(=J(un;e))*.

Aufgrund der Konstruktion von J ist dieser Fall etwas pathologisch: nichtlineare Zielfunk-
tionale miissen im allgemeinen linearisiert werden, wobei die Linearisierung theoretisch um die
exakte Losung stattfinden sollte, in Ermangelung der Kenntnis davon aber um die numerische
Losung uj, gemacht wird. Im in diesem Abschnitt behandelten Fall ist die Linearisierung um die
exakte Losung u von vornherein unmoglich, da die funktionale Ableitung an dieser Stelle Null
ist und die Linearisierung ist so beschaffen, daf} J(up;up) = J(e;up) = J(un;e) = J(e,e). Da
e — 0, konvergiert auch J gegen Null und damit auch die duale Lésung @. Die duale Losung ist
somit so beschaffen, daf} sie das Gitter so steuert, dafl der Fehler des letzten Verfeinerungszyklus’
verringert wird; sie kann nicht verhindern, dafy der Fehler an anderer Stelle neu entsteht. Es ist
erstaunlich, dafl das Gitter trotzdem gegen eine verniinftige Konfiguration konvergiert. Allerdings
zeigte die Arbeit an diesem Beispiel, dafy die Konvergenz sehr sensitiv von der Wahl der Verfei-
nerungsparameter abhingt; in einigen Fillen verfeinerte das Verfahren zwar an einigen Stellen,
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Abbildung 5.7: Vergleich zwischen echtem und geschitztem Fehler. Man vergleiche die Werte mit
dem im Text angegebenen Referenzwert 3.22 - 1073,

vernachliissigte aber andere, auf denen der Fehler im néichsten Durchlauf beinahe genauso grofl
war wie im aktuellen; die Verfeinerung ,lief dem Fehler immer hinterher®.

Es ist noch anzumerken, daf} offensichtlich bei diesem Zielfunktional die Variante nicht moglich
ist, das duale Problem nur bis zu einer Gitterverfeinerungsstufe mitzurechnen, bei der sich die Ge-
wichte wi. , aus Abschnitt 2.4.4, als kontinuierliche Funktion aufgefait,” nicht mehr wesentlich
andern. Dieser Vorschlag wurde gemacht, um den Aufwand zur Berechnung des Fehlerschétzers zu
reduzieren; es wére dann nur noch nétig, das duale Problem auf einem groben Gitter zu berechnen
und die Gewichte abzuspeichern. Dieser Ansatz ist prinzipiell auch bei nichtlinearen Zielfunktio-
nalen anwendbar, wenn davon ausgegangen werden kann, daf} sich die duale Lésung bei genauerer
Rechnung des primalen Problems nicht mehr wesentlich &ndert; dies ist hier aber gerade nicht der
Fall, da die duale Losung nur die Genauigkeit der primalen Losung widerspiegelt.

5.3 Streuung an vielen Diskontinuitéiten

Als Beispiel mit variablen Koeffizienten wurde die Wellengleichung mit einem Koeffizienten a(x)
gerechnet, der viele Diskontinuitéiten enth&lt:

a(x) = 1 +% <t(x) ot (2“3\/23’)) ,

_ [ 1 wenn sin(3ws) >0,
Hs) = { 0 sonst.

Der Koeffizient ist in Abbildung 5.8 dargestellt. Koeffizienten dieser Art treten in der Geologie bei
stark gefalteten Gesteinsschichten auf; allerdings ist die Variation des Koeffizienten im allgemeinen
weit kleiner als in diesem Beispiel, dafiir gibt es mehr Unstetigkeiten. Die Diskontinuitdten sind
so verteilt, daf3 sie nicht alle auf Gitterlinien und auch nicht parallel oder diagonal dazu liegen.
Das Gebiet ist wieder [—1,1]?, als Randwerte wurden oben homogene NEUMANN-Randbeding-
ungen, iiberall sonst homogene DIRICHLET-Bedingungen gesetzt; letzteres ist nicht realistisch, da
eigentlich absorbierende Randbedingungen gesetzt werden miifiten. Die Anfangswerte wurde auf

UOZO,

mit s = 0.02 gesetzt. Die Simulationszeit wurde relativ grofl zu T' = 2 gewéhlt und es wurden 300
Zeitschritte durchgefiihrt.

?Die Skalierung der Gewichte in Abschnitt 2.4.4 wurde ja gerade so durchgefiihrt, dafl sie gegen eine kontinuier-
liche Funktion konvergieren.
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Abbildung 5.9: Synthetisches Seismogramm. der Wellenausbreitung, am oberen Rand des Gebietes
abgenommen.

Fafit man das Beispiel als die Ausbreitung einer Erdbebenwelle oder eines absichtlich einge-
brachten akustischen Signals auf, so ist man daran interessiert, die Simulation wy,(x,t) mit den
MeBwerten w(x,t) an der Oberfliche y = 1 zu vergleichen. In Abbildung 5.3 ist das zugehorige,
sogenannte ,synthetische Seismogramm®, in dem jede vertikale Linie die Auslenkung u an der obe-
ren Grenze des Gebiets zu einem bestimmten Zeitpunkt darstellt; die Auslenkung ist nach rechts
aufgetragen. Deutlich ist die hyperbolische Kurve erkennbar, die das erste Auftreffen der Welle auf
den oberen Rand kennzeichnet, sowie die gekreuzten Linien, die die Verldngerungen der Hyperbel
sind und von den am rechten und linken Rand reflektierten Teilen der Welle stammen, die an
den oberen Rand kommen. Ebenfalls zu sehen sind die teilweise vorhandenen Reflexionen und die
noch aus dem Ursprung stammenden Nachwellen der Anfangsverteilung, sowie die Stérungen der
Formen durch die variablen Koeffizienten.

Die in diesem Beispiel zu kontrollierende Grofie wére eigentlich

J(e) =[w(x,t) = Wa(X, )l (o gy=1})x1 -

Da die exakte Losung aber nicht bekannt ist, ist die Auswertung dieses Funktionals nicht méglich.
Wir wihlen daher ein Funktional, das wenigstens die Ortsabhéngigkeit der interessierenden Grofien
richtig wiedergibt und linear ist, um es verhéltnisméfig leicht auswerten zu kénnen. Der Mittelwert
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der Funktion

J(w) :/OT/u(ac.,yzl,t) dx dt

ist dafiir allerdings nicht gut geeignet, da unterschiedliche Ankunftszeiten und -orte einzelner
Wellen keinen Unterschied im Ergebnis machen. Das kann man allerdings erreichen, indem man

T(w) = /(]T/u(x,y —1.8) wlat) do dt

mit einem stark oszillierenden Gewichtsfaktor wihlt, beispielsweise w(z,¢) = sin(37x)sin (574).
Ein zeitlich leicht verschobenes Signal fiithrt aufgrund des dann anderen Gewichtsfaktors zu einem
deutlich anderen Ergebnis 7. Die zeitliche Oszillation ist so gewéhlt, dafl die Periode deutlich
grofler als die Periode der Wellen ist, andererseits aber auch wieder nicht so grof}, daf die Sensiti-
vitit gegen Verschiebungen in der Gréflenordnung beispielsweise einer halben Periode der Wellen
verloren ginge. Die zeitliche Periode der Gewichtsfunktion wurde hier 30 mal so grof wie eine ty-
pische Zeit (Radius der Anfangsverteilung durch mittlere Ausbreitungsgeschwindigkeit) gewéhlt,
die ortliche Periode ebenfalls 30 mal so groff wie eine typische Linge (hier der Radius der An-
fangsverteilung).

Die Ergebnisse der Rechnung sind in den Abbildungen 5.10 und 5.11 dargestellt. In der ersten
Abbildung ist der Verlauf von J(wp) gegen die Anzahl an Gitterzellen widergegeben. Die er-
sten drei Wertepaare von dualem Fehlerschitzer und Energiefehlerindikator sind identisch, da die
Verfeinerung in diesen Durchldufen jeweils nach dem Energiefehlerindikator durchgefiihrt wurde.
Durch Extrapolation der Werte bekommt man eine Schitzung des exakten Wertes des Zielfunktio-
nals; durch Vergleich mit diesem Wert erkennt man, dafy die Rechnung mit dem dualen Problem
in der Lage ist, das Funktional mit deutlich geringerer Zellzahl gut zu approximieren.

In der zweiten Grafik sind die vom Energiefehlerindikator und dem dualen Schitzer erzeugten
Gitter und Losungen gezeigt. Man erkennt deutlich, dafl der duale Schétzer in der Lage ist, die
Lokalisierung des EinfluBgebietes zu beriicksichtigen, indem nur der Bereich von 2 verfeinert wird,
von dem aus iiberhaupt Beitrdge zu J(-) gelangen konnen; insbesondere werden gegen Ende der
Rechnung wesentlich weniger Zellen bendétigt als beim Energiefehlerindikator, der versucht, allen
Wellen und Reflexionen zu folgen. Das vom dualen Schéitzer zum Zeitpunkt ¢t = 0 erzeugte Gitter
ist stérker verfeinert als das des Energiefehlerindikators, da dort versucht wird, das Gitter neben
der primalen auch an die duale Lésung anzupassen (vgl. Abschnitt 4.5.1).

Dualer Schétzer Energiefehlerindikator
N J(Wh) N J(Wp)
327.789 | —2.985-10°6 327.789 | —2.985-10°°
920.380 | —4.630-107 920.380 | —4.630-10~°¢
2.403.759 | —4.286-107% || 2.403.759 | —4.286-10~¢
1.918.696 | —4.177-107% || 5.640.223 | —4.385- 106
2.975.119 | —4.438-107% || 10.189.837 | —4.463-10¢
6.203.497 | —4.524-107% || 17.912.981 | —4.521-10"¢
41.991.779 | —4.517-1076

Abbildung 5.10: Vergleich der mit dem dualen Schitzer und dem Energiefehlerindikator erhaltenen
Ergebnisse J(wy,) in Abhingigkeit von der bendtigten Zellzahl. Durch Extrapolation bekommt man
als wahrscheinlichsten Wert J(w) = —4.515-1076 ... —4.520- 1076

5.4 Teilweise Reflexion an Gitterunstetigkeiten

Die teilweise Reflexion (spurious reflection) von Wellen an Gitterdiskontinuitéten ist ein in der
Literatur vielfach beschriebenes und als grofies Hindernis fiir die Verwendung adaptiver Methoden
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Abbildung 5.11: Vom dualen Schitzer (oben) und vom Energiefehlerindikator (unten) erzeugten
Gitter und Ldsungen u zu verschiedenen Zeitpunkten. Da zum Anfangszeitpunkt ug = 0 ist, ist
links unten vg dargestellt.
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erkanntes Problem. Um es zu untersuchen, wurden Rechnungen der Wellengleichung mit konstan-
ten Koeffizienten a = p = 1 auf dem Gebiet (0,3) x (0,1) durchgefiihrt; oben und unten wurden
homogene NEUMANN-Randwerte, links und rechts DIRICHLET-Randwerte vorgeschrieben, wobei
die Randfunktion links zu

.9 .
sin®(5mt) fiir ¢t < 0.2,
gp(r =0,y,t) = { 0 (5mt) const ’

gewdhlt wurde. Die Lésung ist eine von links in das Gebiet hineinlaufende Welle.

Fiir Rechnungen ohne Adaptivitdt wurde das Gitter in Abbildung 5.12 verwendet; die beiden
Unstetigkeiten des Gitters liegen bei x = 1 und & = 1.25. Solche Gitter sind in der Geophysik
typisch, um die Zone niedriger Ausbreitungsgeschwindigkeit nahe der Erdoberfliche aufzulésen,
ohne das ganze Erdinnere mit einem feinen Gitter zu iiberziehen (vgl. [2]). Da die kleinste Ortsgit-
terweite im feinen Teil links h = 61—4 betrug, wurde auch k& = 6%1 gewihlt; das Verhéltnis von halber
Wellenlidnge (d.h. der Linge der Welle) zu h betrigt damit etwa 13, ebenso wie das Verhéltnis
von halber Periodendauer zur Zeitschrittweite.

Abbildung 5.12: Festes Gitter mit Diskontinuititen (links) und typisches Gitter bei der Verwendung
adaptiver Verfahren (rechts).
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Abbildung 5.13: Vergleich der Signale u(z = 0.5,y = 0.5,t) bei festem Gitter (links) und bei
Verwendung des Energiefehlerindikators (rechts). Die Amplitude des Hauptsignals ist 1.0.

Um die Reflexion der von links gegen die Gitterunstetigkeiten laufenden Wellen zu verdeutli-
chen, ist in Abbildung 5.13 der Verlauf der Auslenkung u(x = % y= %, t) fiir ¢ > 0.7 dargestellt.
Die exakte Losung ist an diesem Punkt fiir £ > 0.7 identisch Null, da die einlaufende Welle eine
halbe Zeiteinheit bis zu diesem Punkt bené6tigt und den Punkt demnach auch eine halbe Zeitein-
heit nach dem Ende der Injektion vom linken Rand passiert hat. Stattdessen beobachtet man am
Anfang noch die Nachldufer der Welle, die hier aber nicht interessieren, sowie zwischen ¢ = 1.5 und
1.7 die Reflexion der Welle an der ersten Unstetigkeit und ab ¢ = 2 die Reflexion an der zweiten
Unstetigkeit; ab ¢ = 2.5 ist auflerdem die am linken Rand reflektierte erste Reflexion wieder am
Auswertungspunkt. Die zeitliche Lange der zweiten Reflexion ist wesentlich grofler als die Dauer
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der urspriinglichen Welle von 0.2 Zeiteinheiten; diese Verlingerung rithrt daher, dafl das Hauptsi-
gnal nach Passieren der ersten und vor Erreichen der zweiten Gitterunstetigkeit bereits eine Linge
von rund 0.3, nach Passieren der zweiten Diskontinuitét sogar von rund 0.7 Zeiteinheiten (jeweils
ohne die kleinen Nachldufer) hat. Die Amplitude der ersten Reflexion betriigt rund 0.9 Prozent,
die der zweiten etwa 6 Prozent der Amplitude der urspriinglichen Wellen. Insgesamt tritt bei der
Verwendung dieser festen Gitters also neben der starken Anderung der Form der primiren Welle
auch Reflexion mit einer nicht vernachldssigbaren Amplitude auf.

Die Ergebnisse mit Verfeinerung durch einen Energiefehlerindikator sind dagegen in den Ab-
bildungen 5.12 und 5.13 jeweils rechts dargestellt. Der maximale Verfeinerungsgrad wurde so
begrenzt, dafl keine Zelle kleiner als die kleinste Zelle des festen Gitters war; insgesamt hatte diese
Rechnung aufsummiert 209.296 Freiheitsgrade in der Variable v (und damit doppelt so viele ins-
gesamt), wihrend die Rechnung auf dem festen Gitter 958.245 bendtigte. Es ist offensichtlich, dafl
die Reflexion an Gitterunstetigkeiten keine Rolle spielt, was auch nicht iiberrascht, da das Gitter
ja gerade so gew#hlt war, dal es der Welle folgt und diese daher nie eine grofiere Unstetigkeit
treffen sollte.

Eine sich in diesem Zusammenhang jedoch ergebende Frage ist, was bei Verwendung des dua-
len Schitzers zur Gitterverfeinerung passiert. Bei diesem wird das Gitter nicht ausschliefilich nach
der Losung, sondern auch nach der Zielgréfie gesteuert, und die in den letzten Abschnitten und
Kapiteln gegebenen Beispiele zeigen, dafl es dabei normal ist, dafl einige Wellen nicht aufgeldst
werden und also irgendwann in ein Gebiet mit gréberem Gitter laufen. Dabei sollten auch Re-
flexionen entstehen, die in das EinfluBgebiet des Zielfunktionals zuriicklaufen und das Ergebnis
der Rechnung verfilschen. Man konnte dies vergleichen mit der error pollution bei elliptischen
Differentialgleichungen, bei der auch aufgrund nicht optimal angepafiter Gitter Fehler weitab vom
Ursprungsort des Problems, beispielsweise einer Singularitit an einer einspringenden Ecke, auftre-
ten. Der Fehler kann hier sowohl 6rtlich als auch zeitlich weitab von der Stelle auftreten, wo das
Gitter nicht optimal war.

Es ist nun fraglich, ob der duale Schitzer in der Lage ist, die Beeinflussung der Zielgrofie durch
teilweise Reflexion zu ,,sehen“ und das Gitter entsprechend zu verdndern. Im allgemeinen ist das
zweifelhaft und es scheint nicht ausgeschlossen, dafy der duale Schitzer diese Art von Fehlern nur
schlecht unterdriicken kann; hier sind weitere Untersuchungen notwendig, die im Rahmen dieser
Arbeit aber nicht mehr durchgefiihrt werden konnten.



72

KAPITEL 5. WEITERE NUMERISCHE BEISPIELE



Anhang A

A priori Fehlerschranken fiir
einige Zeitschrittverfahren

In diesem Abschnitt sollen einige a priori Abschiitzungen der Zeitdiskretisierung des verwendeten
Systems

ug —v =0, (A1)
v — Au =0, (A.2)
’U(X7 0) = Uo;

v(x,0) = vy

gegeben werden. Der Einfachheit halber werden die Koeffizienten als konstant angenommen.
Dariiberhinaus wird nur der Effekt der Zeitdiskretisierung betrachtet, was es erlaubt, scharfe
Abschitzungen des L*°-Fehlers zu erhalten; der durch die Ortsdiskretisierung verursachte Fehler
wird nicht einbezogen.

Die Rechnungen sind nur fiir eine Raum- und eine Zeitdimension, sowie ein oOrtlich unbe-
schrinktes Gebiet durchgefiihrt, um die Formeln tibersichtlich zu halten. Die Erweiterung auf
mehrere Raumdimensionen ist leicht durchfithrbar, indem man die entsprechenden GREENschen
Funktionen verwendet; diese sind auch fiir zwei und mehr Raumdimensionen bekannt (vgl. bei-
spielsweise [9]). Die Einschrinkung auf ein beschrinktes Gebiet ist nur fir Punkte des Gebiets
relevant, deren Abstand zum Rand kleiner als die Zeitschrittweite mal der Ausbreitungsgeschwin-
digkeit ist; man kann sich leicht iiberlegen, dafl die Mehrzahl der Ergebnisse giiltig bleibt, falls
reflektierende (d.h. DIRICHLET- oder NEUMANN-) Randbedingungen verwendet werden.

A.1 Vorbemerkungen

Wir betrachten die exakte Losung der Wellengleichung zum Zeitpunkt ¢ = &, d. h. nach dem ersten
Zeitschritt, die wir mit der semidiskretisierten Losung vergleichen werden. Erstere ist gemifl der
D’ALAMBERTschen Formel durch

k

. dy vo(z —y)

=
8
~
[
=
[

5 (ol =) +u(e+ 1) + 5 [

=/°° dy %(6(y—k)+5(y+k))uo($—y)

+ [y 3006 ) ol - v) (A3)

gegeben. Sie 146t sich also angeben als Faltung der Anfangswerte mit Integralkernen. Aus dem
Vergleich der exakten Integralkerne mit den bei der Diskretisierung entstehenden werden wir
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versuchen, die Giite eines Verfahrens abzuschitzen. Der Vergleich wird jeweils fiir den ersten
Zeitschritt durchgefithrt werden, und da wir nur die Semidiskretisierung betrachten werden, sind
uo und u® synonym.

Fiir die folgende Analyse bendtigen wir noch zwei Lemmata:

Lemma 1 FEs gilt
I (a* w) (@)][720) = 21 (1a@)1* 0P)) 2 )

wobei x das Faltungsprodukt (a xw) (z) = [ a(y)w(z —y) dy bezeichne und & und & die FOURIER-
Transformierten von a und w sind.

Beweis: Zuerst zeigen wir, dafy das Faltungsprodukt im FOURIER-Raum dem normalen Produkt

entspricht:
Fl(a*w)(z /dac— /dya (x —y)
/daz — /dy X
1

i) ( [ dr <o)
dr/daz elp=r)z /dy e TDYVG ()@ (r)

dg | dr 2mé(p — 1) 2m6(r — q)a(q)@(r)

f/
/

F[-] bezeichne dabei die FOURIER-Transformation. Nun gilt
|l s w||32 = /dac o * w2

:/dac |.7:71[]:[a*w]]‘2

:/dac /dp \/IQ_We*””” (Varam)am)

- [
[o]e
forfe

2

/ dr e P07 (p)o(p)a* ()" (q)
q 27

6(p —q) alp)o(p)a*(9)o*(q)

[

Das vollendet den Beweis. O

D) 1@ @)

Lemma 2 Mit dem obigen Lemma und der HOLDERschen Ungleichung folgt
12 112
laxwl[7e <21 [|@l|72m [B]72n

mit % +% =1, sofern die entsprechenden Normen existieren. Falls diese Normen existieren, gelten
wegen

. 2
[allzz = llallz.
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mit m = 1,n = oo insbesondere die folgenden Ungleichungen:

2 ~112
lax wl[> < 27 [loll72 @]l ,

~112 2
lacx wl[Z> < 27 (|67 [lwll7- -

Beweis: Die Aussagen folgen durch Einsetzen, weshalb nur die mittlere Identitit bewiesen sei:

1A% = / dp 5(p)* (p)

Jo (e ) (o )
= %/dm/dy/dp e@=VPa(z)a* (y)

- % /dac/dy 276(x — y) a(z)a*(y)

_ /dac ()P

2
= [laflzz -

A.2 Das implizite Euler-Verfahren
A.2.1 Verfahren

Verwendet man das implizite EULER-Verfahren, so erhilt man aus (A.1) und (A.2) fiir die Losung

u! zum ersten Zeitschritt die Gleichungen

u' = u® + ko',
vl =00 + kAL,

Dabei ist k die Zeitschrittweite. Fiir die folgenden Zeitschritte gelten natiirlich analoge Formeln.
Die beiden Gleichungen lassen sich in

(1-K*A)u' =u’ + k°, (A.4)
v = % (u' —u?) (A.5)

umformen. Es ist also nur noch eine echte Gleichung zu 16sen, die zweite Gleichung ist eine Art
Postprocessing-Schritt.

A.2.2 Analyse

Die GREENsche Funktion zum Operator (1 — k2A) ist in einer Dimension durch

1 ly]

g(y) = ﬁe Ta

gegeben, so daf fiir die Niherung u' gilt:

u? :/ dy ie*% (W (z —y) + k’(z —y))

oo 1 _m 0 oo 1 _m 0
— & — — k — . A
/_oody 57 u’(x y)+/_oody 5¢ v (z —y) (A.6)
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Waéhrend der zweite Term tatséchlich im wesentlichen eine Mittelung tiber den Bereich —k <y <k
ist und somit den kastenférmigen Integralkern im zweiten Term von (A.3) einigermaflen verniinf-
tig annihert, zeigt der erste Term keinerlei Ahnlichkeit mit der exakten Losung. Schaubilder der
approximativen und der exakten Integralkerne sind in Abbildung A.1 zu finden. Beide Terme ver-
letzen die Endlichkeit der Ausbreitungsgeschwindigkeit, was angesichts des elliptischen Charakters
von (A.4) auch nicht weiter tiberrascht.

6 T T T 0.7 - T T . .
Exakt Exakt
Euler implizit ------- 06 - Euler implizit ------- ]
5 i
a 05 |
T A 04 i
3r 4 03 [ 4
02 i
2+ 1
01 ]
ir 1 0
0.1 4
0
1 1 1 1 1 _0.2 1 1 1 1 1
-0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 03

Abbildung A.1: Erster und zweiter Integralkern fiir das implizite EULER- Verfahren bei k = %.

L>-Fehler
Es gilt wegen (A.3) und (A.6)

(u(k) —u') (z) = (axu®)(2) + k(b 2°)(2) (A7)
mit
aly) = 50— )+ 300 + ) = e E
by) = 500 = o)) — 5me F

Aus b wurde eine k-Potenz aus Griinden, die weiter unten klar werden, herausgezogen.
Damit ist

[(u(k) —u') (@)]

[ (@), u (@ = ) 1agy) + e (6(1) 0@ = 1)) 1oy
(aly), u (z -

< ‘ y))ﬁ(y)‘ +k‘(b(y)’v0(x_y))“(y)"

Das wollen wir gerne durch die HOLDERsche Ungleichung auswerten. Fiir den ersten Term mit
a kommt dabei nur die L'-Norm in Frage, da die L>°-Norm nicht existiert und wir sonst nicht
wissen, wie wir zum Beispiel fiir die L2-Norm das Quadrat einer Delta-Funktion auswerten sollen:
fiir den zweiten Summanden kénnen wir die Normen mit % + % =1 frei wéhlen:

< Nla@ll ) 6@ = 9)]| i) + * B iy 102 = 9y -

Die rechte Seite héngt jetzt nicht mehr von z ab. Die Normen von a und b kénnen wir ausrechnen
und erhalten beispielsweise fiir m =n = 2

1 1
k) e < 2 0 e+ = 2 VR0 (48)
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Daf wir nur die Ordnung O(1) erhalten, ist ebenso wie der Vorfaktor kein technisches Problem
der Abschéitzung von a, sondern eine scharfe Abschitzung, wie sich an einem einfachen Beispiel
demonstrieren 14ft. Seien dafiir als Anfangswerte

1 fir x = £k,
0/, — ;
u(x) = { 0 sonst,

2(z) =0

oder eine geeignete, gegen diese Funktionen konvergierende Funktionenfolge gegeben. Nach A.3 ist
dann (0, k) = 1, jedoch ist u'(0) = 0 nach (A.6). Damit ist schon ||u(k) —u'||,.. = 1= [u°|, ..
Der Vorfaktor 148t sich mit einem etwas technischeren Beispiel demonstrieren, wenn man v° so
setzt, dal die beiden Punktwerte von u® nicht in jeweils beide Richtungen laufen, sondern beide
ausschlieBlich zum Ursprung hin. Dort ist dann u(0,k) = 2, die L>*-Norm von u° hat sich aber
nicht geéndert.

L2-Fehler
Mit (A.7) ist
Juth) = a2 = [ do [(0)e®@ =) ) + B (000" = ) o
< Q/dx ‘(a(y),uo(a/:—y))|2+2k2/dx |(b(y),v0(a/:—y))|2.

Diesmal ist die Aufteilung mit der HOLDERschen Ungleichung nicht moglich, da dann aus dem er-
sten Term das Integral 2 ffooo dx 22 ||u0 Hiw entstehen wiirde, also ein Integral {iber eine Konstante,
was natiirlich divergiert.

Man muf} hier versuchen, die Lokalisierung von a besser auszunutzen. Verwendet man jedoch
Lemma 1, so erhélt man fiir den ersten Term

[faxu) @2 =27 [dp al* a0,

wobei wir @ aus der Berechnung von g und von der Fouriertransformierten der Deltafunktionen
kennen:

1 1 ’
_ ~0 2 (_ - ey
_27r/dp @ (p)| {m <C08kp 1+k2p2>} .

Dieser Term ist ohne Abschéitzung zustande gekommen und 148t sich wie folgt deuten: fiir kleine kp
ist der Kosinus eine Approximation erster Ordnung fiir den Bruchterm, das heifit der zweite Term
ist bis etwa kp = 0.2 klein. Der ganze Term ist also klein, falls [a%(p)|* auBerhalb von [p| < %2
verschwindet. Die Bedeutung dieser Bedingung ist in Abschnitt A.5 genauer erliutert.

Nimmt man fiir u° als Regularitéit an, dal @°(p) = 0 fiir |p| > po, po klein genug, dann gilt fiir
diesen Term aufgrund der HOLDERschen Ungleichung mit % + # =1

e Pl d [ Ly
<|| |@°|*|| p» / dp (coskp—7> )
—Po 1-|-k2p2

Fiir kleine py kann man das Integral aus der Reihenentwicklung heraus berechnen und erhélt

[(axu®) )32 < 2725 (m+1)7% 5 K3

Allerdings konvergiert die Reihenentwicklung des Integranden sehr schlecht, so dafl die Ab-
schétzung mit dem ersten Reihenglied zwar fiir alle Werte kp richtig, aber nur bis etwa kpg = 0.5
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gut ist. Wie wir gleich sehen werden, sind wir hauptséchlich an der L>°-Norm von & interessiert.
Wir definieren daher

1 2
2 — -
as,(s) = —E%E}v};s <cosa/: T x2> . (A.9)
Diese Funktion ist leicht numerisch auswertbar.
Fiir den zweiten Term erhélt man ganz analog:
sin kp 1 2
b * d )2 — .
o) @3 = [ a0 2007 (T2 - s )
Hétten wir nicht ein k& aus b herausgezogen, so wiirde der Integrand aufler von kp auch noch von k
abhéingen. Integriert man wieder fiir kleine kpo nur das erste Reihenglied, so ist, || (b v°) (z) HQLQ <
441
c§p0+“ k4]|8°]12,,. Auferdem definieren wir noch
boo (5)? . sin x 1 > (A.10)
= maXx I a——— . .
ool —s<az<s x 1+ 22
Damit haben wir fiir kleine kpg insgesamt
441 44 -
(k) —u' |52 < 2o "™ K320 + cipg * KN30 (A.11)

mit dem gewihlten pp und den wie beschrieben berechenbaren Konstanten ¢ ,. Insbesondere
erhiilt man wegen ||@||z2 = ||ul|2 mit n =v =1,m = u = occ:

2 1 25
lu(h) = || < 05 K172 + 5om0 KO3

36

Die bessere Abschiitzung mit den numerisch auswertbaren Funktionen a, und by, ergibt

2
(k) = ut[[ > < a2 (kpo)llu® (|2 + b3 (kpo) K [[0°||7.

Um eine vorgegebene Genauigkeit zu erreichen miissen wir £ so klein wéhlen, daf die Vorfaktoren
bei gegebenem pg klein genug werden. a2, und b2, sind in den Abbildungen A.3 fiir verschiedene
Verfahren gegeniibergestellt.

A.3 Das 0-Verfahren
A.3.1 Verfahren

Diskretisiert man (A.1) und (A.2) mit dem Fractional-6-Verfahren, so erhilt man die folgenden
beiden Gleichungen:

u' = u® 4+ kfo' + k(1 —6;)0°
V=% 4 kb Aut + k(1 — 6)Au°
oder nach einer Umformung;:

(1 — ]{529192A)U = U + k’l} + k291(1 — 92)A N (Al?)
1-6, ,
01 —U".

1
1 1_,0
V=g o —(u —u’) -
Der Allgemeinheit halber haben wir zwei verschiedene Konstanten 6, 65 gewéhlt. Ebenso wie

beim impliziten EULER-Verfahren ist auch hier nur eine echte Gleichung zu l6sen.
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A.3.2 Analyse

Fiir die erste Gleichung ist die GREENsche Funktion durch

1 __la]
N AT
9() = o Ta

gegeben, und wir erhalten fiir die semidiskretisierte Losung nach einem Zeitschritt

u' = (g% (u® + kv® + K261 (1 — 62)Au)) (2). (A.13)

Wir kénnen den Ableitungsoperator durch partielle Integration auf g wirken lassen und erhalten
mit der Definitionsgleichung von g:

0 1 19
L d <7 ky/6162 _ 26 > O(p —
w= [ (G Y - ) i =)

e8] 1 _ vl
d e (1 — ). A.14
[y s Ve ) (A14

Im ersten Integralkern wird in der Mitte des unerwiinschten exponentiellen Peaks (vgl. Ab-
bildung A.1) eine Deltafunktion abgezogen. Im Finite-Elemente-Kontext konnen wir diese Del-
tafunktion wohl als Hutfunktion der Breite 2h und der Hthe % ansehen. Im giinstigsten Fall ist
h = k, dann ergibt sich die in Abbildung A.2 gezeigte Funktion. Fiir andere Werte von h ist die
Approximation schlechter, was oft der Fall sein wird, da wir wegen des impliziten Charakters des
Verfahrens die Zeitschrittweite grofier als & machen konnen.

Das 6, bei dem das Verhéltnis der abgezogenen Funktion zur Exponentialfunktion maximal

wird, ist wie erwartet 6 = %, entsprechend dem CRANK-NICOLSON-Verfahren.

10 T w 1 T \ \
h Exakt i Exakt
Qrank-Nicolson ------- H | Crank-Nicolson -------

s | 08

0.6

0.4

02

0

L L L L L 0.2 L L L L L
-0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 -0.3 -0.2 -0.1 o 0.1 0.2 0.3

Abbildung A.2: Erster und zweiter Integralkern fir das CRANK-NICOLSON-Verfahren bei k = 11—0
und links h = k.
L*>-Fehler
Den Fehler kann man mit (A.3) und (A.13) wieder als
(u(k) —u') (z) = (a*u®)(x) + k(b*v°)(2) (A.15)

darstellen, mit

1 1 1 —_ul 1— 6
= -y —k —0 k) — ———e¢ *VvPf1f2 4 — = §
a(y) 5 (y )+2 (y+ k) STV e+ — (),
1 1 _ vl
b(y) = =0k — |y|) - ———==¢ V072,
(y) Qk( yl) TN
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Wir erhalten ganz analog zu oben
llu(k) =t llpe < flally 1]l + KBl Lo 10l 70

+ % = 1. W&hlt man wieder m = n = 2 und rechnet die Integrale aus, so erh&lt man

mit -
m

2 ! 1
—ulf|pe < —||u®||L Voes %12
lu(k) = u'l[r~ < 92||u L +\/e B - VE[| 2

Auch hier ist der Vorfaktor des ersten Terms wieder scharf, wofiir sich Beispiele analog dem
oben gezeigten konstruieren lassen. Im allgemeinen ist der L°-Fehler bei diesem Verfahren also
schlechter als beim impliziten EULER-Verfahren. Fiir §; = 5 = 1 erhilt man natiirlich wieder die
Formel fiir das implizite EULER-Verfahren.

L?-Fehler
Man geht wieder ebenso wie oben vor und erhélt
Juk) = [ o < s pe + 82 o)

12 ~012 =2 ~0n2
< 27|l (|80 20 + 27K ]|Bl[ 2 [[5°] 2

mit

3|~

- 1 / 1 1 1—6,\2"
=1 [ d [
el Q’T{ p<cosp 6o 1+ K20:00p7 65

1 / sin(kp) 1 S
il dp — )
2T kp 1+ k26, 6;p?

Betrachtet man die ersten Reihenglieder der Entwicklung nach p, so ergibt sich

=9
11011 72

~om 1 k4p4 k6p6
a3 = 5= [ dp((L = 200220 + (1 - 200) (20620, - 2]
402 302 2 kS p® m
400462 — 2 — 240620, —
+ (36406163 — 28806163 — 240836, — 861 + 9) - E- + )
" 1 k4p4 kﬁpﬁ
ollz20 = 5- /dp((l = 6616) = — (1= 6616)(1 — 1206763) 5
1 1 1 41
4pnd _ " n3p3 _ — pn2p2 _ _ — 81,8
+ (36163 — 36163 — =636 — 6162 + P + ) .

Wihlt man also §; = § und 6> = % und fithrt wieder die Abschneidefrequenz py ein, so erhilt

man die maximale Ordnung:
1

L 11 2 \T sl g
== S,
lallz2m < 5526 <8m+ 1) Po ’

1
=02 1 49 2 wogql
oo < ——o (2 VRS,
Ibllm < 5735600 (8,u-|—1> Po

Zusammen ergibe sich firn =v =1,m = u = oc:

1
Jutk) = u'([72 < == Blel2 +

49
129600

po kP07 (A.16)
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Allerdings ist das Verfahren fiir diese Wahl der 6; nicht stabil.
Wihlt man dagegen mit 6 = %

2 (s) a Cos ! ! +1_9 2
= max - ——+ —
Poo S —s<x<s * 0 1+ 0%z 0 ’

> (9= max <sin(x) 1 )2’

r 146222

so ergibt sich wieder

2
[ulk) = ut|[. < aZe(kpo)llu’llZ + b3 (kpo)k*[[0°[I7-.

a2, und b% sind wieder in den Abbildungen A.3 zu finden.

A.4 Das DG(1)-Verfahren
A.4.1 Verfahren

Da wegen der Linearitit der Wellengleichung das implizite EULER-Verfahren identisch mit dem
unstetigen GALERKIN-Verfahren nullter Ordnung, DG(0), ist, sind die Fehlergrenzen fiir dieses
Verfahren bereits oben hergeleitet. Wir betrachten daher nur noch das DG(1)-Verfahren.

Mit U = (u,v)T lassen sich (A.1) und (A.2) als

schreiben, wobei B die Systemmatrix sei. Das DG(1)-Verfahren fiir Systeme schreibt sich
k
Ul :/ BU(t) dt + U°,
0
k t
Ul -u? = / BU ()~ dt.
0 k

Setzt man U(t) = UL + %Uﬂ ein, so ergibt sich daraus

k
ULl =-BUL+UY)+ U2,

2
k k
Ul -U? = ZBUL + -BU?,
3 6
oder wieder in ,alter* Schreibweise:
k
ul = E(vl_ +09) +ul, (A.17)
k
vl = EA(ul_ +ul) +02, (A.18)
k k
ul —uf = gvl_ + gvg_, (A.19)
vl =00 = EAul + EAuo (A.20)
-t 3T e '

Aus (A.17) und (A.19) ergibt sich der Postprocessing-Schritt, um U! zu erhalten:

Ul =pP.UL +PU°
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mit

—k -2 0
r=(t 3 ~=(E0)

Die beiden Matrizen Py propagieren sozusagen die Losung auf dem Intervall (0, %) von einem
Zeitschritt zum néchsten.
Eingesetzt in (A.18) und (A.20) ergibt sich die Gleichung, die uns iiber den Sprung in ¢ = 0

hinweghilft:
A.4.2 Analyse
Man kann Gleichung (A.21) diagonalisieren:

> Lo

—2%kA 24 EA\ o (E_kA 1)
" 1ga _3+%A>U+—<g—§m o) U2 (A.21)

e[S TN

(144 — T6K°A + K*A*)U) = A(O)U°,

mit dem Matrixoperator

([ 4(36 - TK2A)  4k(18 — k2A)
A= <4kA(18 —kA) 4(36 - 7’“%)) '

Diese Darstellung ist zwar fiir die Numerik ungeeignet, da sie zuviel Regularitét von der Losung

fordert; sie erlaubt aber eine einfachere Analyse, da die GREENsche Funktion ¢g(y) zum Operator

auf der linken Seite skalar ist. g(y) ist in diesem Fall nicht mehr berechenbar; das macht aber

nichts, da wir g auch gar nicht brauchen, sondern die FOURIER-Transformierte §, die direkt durch
1 1

§(p) = A22
90) = o eI ToRR ¥ Ript (4:22)

gegeben ist.
Damit gilt:

Ul = (g AO)U?) (2),
und mit den Py-Matrizen
UL(z) = (g% PLA(O)U?) () + P_U"(2)

- / dy (F~1[3)(x — )Py A(dy) +6(x — y)P_) U ().

Da g skalar ist, vertauscht es mit den Matrizen und wir kénnen die partielle Integration einfach
durchfiihren:

- / dy (P A@,)F[3)(y) + 6()P-) U (& — ).

Eigentlich wiirde man im Argument zu A durch die partielle Integration ein anderes Vorzeichen
erhalten, das jedoch durch das Vorzeichen von y im Argument zu g wieder verschwindet. Man
kann nun A mit unter das Integral der Fouriertransformation ziehen und erhilt damit

Py A(—ip)j + %P* () U (2 — y)

Ul (z) = /dy Ft o

=(T*U?) (z)
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mit der Transfermatrix

1
T=F"|P.A(-ip)§g+ —=P-
+A(—ip)g o

Daraus erhalten wir wieder unsere Fehleridentitét:
(u(k) — ul) (z) = (a* uo)(x) + k(b= vo)(ac)
mit den Groflen
1
ay) = 5(6(y — k) +6(y + k) = T,

1 1
b(y) = Q_ke(k —lyl) — ET12~

L*>-Fehler

Der L*-Fehler ist diesmal nicht so leicht berechenbar, da wir a(y) und b(y) nicht explizit ken-
nen, sondern nur deren FOURIER-Transformierten. Moglicherweise ist es trotzdem machbar, indem
man Eigenschaften der inversen FOURIER-Transformation trickreich nutzt, um die L'-Norm der
Integralkerne zu berechnen; dieser Weg sei hier aber nicht weiter verfolgt.

L2-Fehler

Die Normen der FOURIER-Transformierten der Integralkerne sind jetzt mit der Abschneidefrequenz
po durch

1

o 1 /po 2(216 + 60k2p? + k*p*) T
= d k- 2 .
allzer = 529 ) PO PR = e ipt ’

1
||l~)||2 1 /Po ; sin(kp) B 144 — 2k2p? oY &
20 9 p kp 144 + 76k2p? + kiph

—Po

gegeben. Diese Normen hier explizit zu berechnen ist zwar moglich (und ergibt Proportionalitéiten

1 441
zu p3+’" k* und p0+“ k*), ist aber nicht sinnvoll, da die Reihenentwicklungen sehr schlecht kon-
vergieren; insbesondere haben die ersten Terme das gleiche Vorzeichen. Wir definieren deshalb
wieder

2(216 + 6022 + 24) 2>2

as.(s) = max <cosx— 44+ 7627 1 2

(3) sin 144 — 27 2
S) = ma —
° —sgx}%s X 144 + 7622 + 24 ’

und erhalten

2
[ulk) = ut|[}. < a2 (kpo)llullZ + b3 (kpo)k*[[0°[I7-.

A.5 Bedeutung der Bedingung ,,u(p) = 0 fiir |p| > po“
In der Herleitung der L2-Fehlerabschitzungen wurde von der Bedingung
i(p) =0 fiir  |p[ > po

Gebrauch gemacht, um die Integrale asymptotisch berechnen zu koénnen. Die Forderung dieser
Bedingung erscheint auf Anhieb etwas willkiirlich, ist aber bei genauerer Betrachtung durchaus
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verniinftig: nimmt man an, daf} die Bedingung gilt, so gibt es eine grofite Frequenz pg in der
Fourierentwicklung von u(z,t). Die (rdumlich) am schnellsten variierenden Anteile von u(x,t)
haben also die Frequenz py und damit die Wellenlinge \ = 2.

Im Rahmen der spéteren rdumlichen Diskretisierung legen wir durch die Wahl einer minimalen
vetretbaren Gitterweite fest, bis zu welcher Groflenordnung wir die Eigenschaften der exakten
Losung approximieren wollen. Eine verniinftige Auflésung ist beispielsweise fiir Variationen der
Wellenldnge A > 2h mit der Ortsgitterweite h gegeben (eine Periode eines Sinus mit weniger als
zwei Geradenstiicken anzunéhern geht verniinftigerweise nicht). Wenn wir also sagen, dafl wir mit
Gitterweiten bis hinunter zu (zum Beispiel) h = 0.01 rechnen, dann implizieren wir, daf§ wir keine
Variationen der Losung mehr auflésen konnen, deren Wellenléinge kleiner als A\g = 0.02 ist. Das
entspricht aber eine maximalen Frequenz von py = QT’T = 1007. In der Praxis erh&lt man eine
verniinftige numerische Lésung sogar nur fiir A > 10A ... 20hA.

Daraus folgt fiir die Festlegung von pg, daf3 es als das Minimum der beiden folgenden Grofien
zu wéhlen ist:

o die grofite tatsichlich in der Losung vorhandene Frequenz, falls die Losung glatt ist und wir
die kleinsten Eigenschaften von u(xz) mit mehr als zwei Ortsgitterweiten auflssen wollen;
oder

o die grofite Frequenz, die wir auf einem gegebenen Gitter noch auflésen kénnen, das heift
A~ 2h.

In den Fillen wo die Losung glatt genug ist (Fall 1) ist py eine Konstante und wir kénnen Vor-
faktoren wie CpgkT wie beim EULER-Verfahren durch Wahl von k beliebig klein machen. Wollen
wir zum Beispiel eine relative Genauigkeit von 10 Prozent (beziiglich der L?-Norm) erreichen, so
muf} %png < 0.1 sein. Nimmt man beispielswleise an, dafl wir bis Zli[‘ Zeit T' = 10 rechnen wollen

und die kleinsten Dimensionen von u(z) bei 155 liegen, wobei h < 555, dann ist pg ~ 630 und wir

erhalten fiir die Zeitschrittweite k < 8 - 107°. Das ist sicher zu klein, wir hétten k ~ 2 =5.107*
erwartet. Die a-priori-Abschiitzung liegt aber damit immerhin in einem realistischen Bereich. Fiir
das Crank-Nicolson-Verfahren erhélt man aus 5pgk®T < 0.1 die Schrittweite & < 2-107%.

Mit diesen Zahlen ist ersichtlich, weshalb beim Crank-Nicolson-Verfahren (A.16) der erste Term
den zweiten trotz der besseren Ordnung dominiert: setzt man pg und k von eben ein, so erhilt
man

[|u(k) — u1Hi2 < 0.044[[u°|72 + 7 1078|0772

Im zweiten Fall nehmen wir an, daf§ die maximale Frequenz durch unsere kleinste Gitterweite
gegeben ist, d.h. pg = g—’g Dann ist die Bedingung %png < 0.1 gleichbedeutend mit k& < 0.0S%h.
1

Beim Crank-Nicolson-Verfahren erhielte man k& < 0.25 (%) 5 h.

A.6 Vergleich der Verfahren

Alle Verfahren haben die Fehlerabschéitzung
2
[u(k) =t 2 < aZe(kpo)l[u® (|72 + b3 (kpo) k*[[0°]17 2 (A.23)

mit verschieden definierten a, und by, die in den Abbildungen A.3 einander gegeniibergestellt
sind. Man kann deutlich die verschiedenen Ordnungen der Verfahren ablesen.

Bei der Wellengleichung heben sich einmal gemachte Fehler nicht wieder weg, so daff wir bei
einer gewiinschten Genauigkeit ¢ zur Endzeit T fordern miissen, daf}

k
lutk) = w2 < e

2
gilt. Nimmt man einmal an, daf} in (A.23) nur der erste Term existierte, dann miifite % ~ ;—22

gelten. Bei einer geforderten Genauigkeit von 0.1, einer Endzeit von 10 und py = 300 (entsprechend
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Abbildung A.3: Vergleich der Funktionen a?,(s) und b2, (s) fiir die verschiedenen untersuchten
Verfahren.

einer kleinsten Wellenldnge von 0.02 und damit h < 0.01) ergibt das bereits fiir das Fractional-6
fiir k& die obere Schranke 5-107°, also ein zweihundertstel der gréfiten verniinftigen Ortsgitterweite.
Fiir die anderen Verfahren ist das maximale & um etliche weitere Grofienordnungen kleiner. Der
maximale Fehler darf daher nicht als Kriterium fiir die Wahl der Zeitschrittweite angesehen werden.
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Zusammenfassung und Ausblick

Im Rahmen dieser Arbeit wurden Verfahren zur adaptiven Losung der Wellengleichung in inho-
mogenen Medien mittels Finiten Elementen entwickelt. Dabei wurde zuerst eine Diskretisierung in
Ort und Zeit vorgestellt; als GALERKIN-Verfahren ist sie in der Lage, als Fundament der adaptiven
Methoden mit dualen Fehlerschéitzern zu dienen.

Auf dieser Basis wurde ein allgemeiner Ansatz entwickelt, der es erlaubt, Gitter zu erzeugen,
die neben der numerischen Lésung auch an die Quantitidt angepaflt ist, an der man interessiert
ist. Fiir diese Grofle kommen nahezu alle Funktionale in Frage, die sich auf die Losung anwenden
lassen. Dazu gehoren unter anderem Linien- und Gebietsintegrale, mit und ohne Integration iiber
die Zeit, aber auch andere Auswertungen; der Ansatz ist insbesondere nicht auf lineare Zielfunktio-
nale beschréinkt, es wurden auch Wege aufgezeigt, wie nichtlineare Funktionale verwendet werden
konnen. Zur Beriicksichtigung der Zielgrofle ist es notig, ein zweites, ,,duales Problem zu l6sen,
das die Information enthélt, welche Orte zu einem gegebenen Zeitpunkt zum Ergebnis beitragen,
und mit welchem Gewicht sie dies tun.

Dieser Formalismus wurde in den darauffolgenden Kapiteln auf einige Beispiele angewandt.
Dabei wurden eine Reihe von Féllen mit verschiedenen Zielfunktionalen untersucht, bei denen sich
die Uberlegenheit des dualen Fehlerschiitzers iiber gleichférmige Verfeinerung, aber auch gegeniiber
ytraditionellen* Fehlerindikatoren auf der Basis der Energienorm zeigen lie. Es konnte gezeigt
werden, daf} der duale Schitzer in der Lage ist, erheblich effizientere Gitter zu erzeugen, mit denen
sich die gewiinschte Genauigkeit mit deutlich geringerer Anzahl an Freiheitsgraden berechnen l48t.

In der Hauptanwendung der Arbeit wurde der Energietransport am Ubergang zwischen solarer
Chromosphére und Korona untersucht. Es zeigte sich, dafy die Verfeinerung mit dem Energiefeh-
lerindikator gute Ergebnisse zeigte, wihrend der duale Fehlerschétzer im wesentlichen nicht zu
befriedigenden Resultaten fiihrte. Als Griinde dafiir kommen unzureichende Linearisierungen der
Zielfunktionale um die primale Losung, die starke Inhomogenitdt des Mediums und Diskretisie-
rungsfehler in Frage. Am Beispiel des Energieflusses durch eine Linie konnte gezeigt werden, dafl
die Linearisierung in der Tat nur sehr schlecht konvergiert. Es ist allerdings nicht klar, ob dies der
alleinige Grund fiir das Versagen ist; hier sind noch weitere Untersuchungen notig, um die genauen
Griinde zu bestimmen.

Die Ergebnisse dieser Arbeit, vor allem am Beispiel aus der Sonnenphysik, werfen eine Reihe
neuer Fragen auf, die zu untersuchen aus zeitlichen Griinden nicht mehr moglich waren. Zu diesen
Fragen gehoren:

e Ist das Nichtfunktionieren des dualen Schétzers endgiiltig, d.h. divergieren die Ergebnisse
auch bei weiterer Verfeinerungl’ Da im zeitlichen Rahmen dieser Arbeit die Implementation
von Mehrgitteralgorithmen nicht moglich war, konnten aus Rechenzeitgriinden nur eine sehr
beschréankte Zahl von Verfeinerungen mit dem dualen Schitzer durchgefithrt werden. Man
beobachtet auch bei der Verfeinerung mit dem Energiefehlerindikator, dafl starke Verande-
rungen des Gitters zu zeitweilig gestorter Konvergenz fithren kann; da nach Umschalten
vom Energiefehlerindikator auf den dualen Schétzer groflere Umstrukturierungen des Gitters
stattfinden, wire es moglich, dafl nur die ersten Schritte danach ein divergentes Verhalten
suggerieren, anschlieffend jedoch eine beschleunigte Konvergenz stattfindet. Hier konnten be-
reits wenige weitere Verfeinerungsschritte Indizien geben, was jedoch erheblich verbesserte
Losungsalgorithmen voraussetzt.
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o Welchen Effekt hat die schlechte Linearisierung der nichtlinearen Zielfunktionalel’ Aus den
berechneten Verldufen des Energieflusses durch die Auswertungslinie wiirde man erwarten,
daf} der Fehlerschétzer nicht dazu fithrt, dafl Verfeinerung an den richtigen Stellen unterlassen
wird; man erwartet eher, daf3 der verfeinerte Bereich zu grof} ist. Es ist daher nicht klar, ob
die schlechte Linearisierung tatséchlich fiir das Versagen verantwortlich ist. Hier wére in
einem ersten Schritt zu untersuchen, ob bei dem gegebenen Problem die Verfeinerung mit
dem dualen Schétzer zu einem linearen Zielfunktional zum Erfolg fiihrt.

e Welche Rolle spielen die stark variierenden KoeffizientenI” Sie sollten die Konvergenz von
primaler und dualer Losung wesentlich verschlechtern und kénnten daher dazu sowohl zur
schlechten Linearisierung als auch zu ungenauer Berechnung der dualen Lésung beitragen.
Dariiberhinaus verschlechtern sie die Kondition der Systemmatrizen erheblich und erhthen
damit den numerischen Aufwand zu deren Invertierung stark, was weitere Konvergenzanaly-
sen erschwert. In vielen Anwendungen aus der Praxis sind die Variationen der Koeffizienten
erheblich geringer (in der Geophysik beispielsweise in der Grofienordnung von unter zehn,
wéhrend sie hier beinahe einen Faktor Tausend ausmachte), so daf} die gleichen Verfahren
dort erfolgreich sein kénnten; einige der gerechneten nicht anwendungsbezogenen Beispiele
legen diese Vermutung nahe.

Daneben sind noch die folgenden, allgemeineren Fragen unbeantwortet:

o Ist der duale Fehlerschiitzer in der Lage, teilweise Reflexion an Gitterunstetigkeiten zu er-
kennen und gegebenenfalls zu verhindern, sofern das fiir die Auswertung des Zielfunktionals
notwendig istl’

e 7Zu welchen Ergebnissen fiihrt die Verwendung anderer Moglichkeiten der Auswertung der
Fehleridentitiatl’ Dazu existieren neben der skizzierten Verwendung des BRAMBLE-HILBERT-
Lemmas die Extrapolation einer numerischen dualen Losung auf einen hoheren Ansatzraum
auf dem Patch. Letztlich ist die Ersetzung des verwendeten Verfahrens durch ein anderes
unabdingbar, da sich der sehr erhebliche zusétzliche Aufwand zur Berechnung der dualen
Losung in der Praxis weder rechtfertigen noch bereitstellen 148t. Erste Experimente in diese
Richtung lassen vermuten, daf sich die Qualitit der erzeugten Gitter nicht wesentlich dndert;
da quantitative Fehlerschitzung in den meisten Féllen ohnehin nicht moglich erscheint, ist
dies ausreichend zur Verwendung , billigerer® Fehlerschétzer.

e Weshalb wurde ein Versagen des Konzepts der dualen Fehlerschétzer bisher nie beobachtetI’
Was unterscheidet die Wellengleichung von den bisher betrachteten SystemenI’ Sowohl bei
nichtlinearen Gleichungen wie der Elasto-Plastizitét oder den NAVIER-STOKES-Gleichungen,
als auch bei zeitabhéngigen Problemen wie der Wiarmeleitungsgleichung wurden duale Feh-
lerschitzer erfolgreich angewandt. Diese Gleichungen wurden allerdings entweder zeitun-
abhéngig gelost (Elasto-Plastizitit, NAVIER-STOKES), oder hatten stark diffusive Eigen-
schaften (Wérmeleitung), so daf es denkbar ist, dafl erst die vollige Abwesenheit von Ddmp-
fungseigenschaften und Fehlerakkumulation bei zeitabhingigen Problemen in Kombination
mit den hohen rechentechnischen Anforderungen dazu fithrten, daf§ es nicht méglich war, in
den Bereich der Konvergenz der Berechnung von Fehlerschétzern und Gitterverfeinerung zu
gelangen. Diese Vermutung ist bisher allerdings in keiner Weise untermauert.

Abschlieflend 148t sich sagen, daf3 die Vorteile adaptiver Verfahren gegeniiber globaler Verfeine-
rung deutlich gezeigt werden konnte, ebenso wie die Uberlegenheit des dualen Schiitzers gegeniiber
traditionellen Fehlerindikatoren bei einfachen Problemen. Allerdings scheiterte dieses Verfahren in
einem komplexen Anwendungsfall aus der Praxis weitgehend; die Griinde des Scheiterns sind zu ei-
nem erheblichen Teil unverstanden und bieten Stoff und Anla8} fiir weiterfithrende Untersuchungen
auf diesem Gebiet.



Notationen

w = (u,v)
Wi, = (un, Vn)
wh = (up,vp)
w = (i1, D)

Exakte Losung

Numerische Approximation der Losung

Numerische Approximation der Lésung zum Zeitpunkt ¢,
Exakte duale Lésung

Numerische Approximation der dualen Losung

Fehler zwischen exakter und numerischer Lésung
Testfunktion des kontinuierlichen Problems
Testfunktion des diskreten Problems

Diskreter Ansatzraum

Diskreter Testraum

tn — tn—1 Zeitschrittweite im nten Zeitintervall I,
Durchmesser der Zelle K

Triangulierung des Gebiets 2 auf dem Zeitintervall I,
Dichte

Steifigkeitskoeffizient

Jopdo £ (x)9(x)

(u, u)g”

d 52
i=1 61?

LapLACE-Operator »_
-V a(x)V
(a(x)Vu, Vo) g 1o 79

< El —pO(X)

0 —p 1 0
<<a(x)v 0 > W <0 V) t>Q><[07T] - (gN7t2)FN><[07T]

DiriCHLET-Randwerte
NEUMANN-Randwerte

Zielfunktional

Exaktes Fehlerfunktional

Linearisiertes Fehlerfunktional
Linearisierungsfehler des Fehlerfunktionals
Exakter Beitrag von K x I,, zum Fehler J(e)
Fehlerschétzer fiir K x I, zum Fehler J(e)
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