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Zusammenfassung:Im Rahmen dieser Arbeit werden adaptive Methoden zur numerischen L�osung der Wel-lengleichung in inhomogenen Medien hergeleitet und auf ein Beispiel aus der Physikder Sonnenatmosph�are angewandt. Ziel der Arbeit ist es, den Fehler der numerischenL�osung bez�uglich eines beliebigen Funktionals (die Auswertungsgr�o�e) abzusch�atzen unddie Sch�atzung zur Erzeugung von Gittern zu verwenden, die optimal an das Funktionalangepa�t sind.Vorteile und Schwierigkeiten der Methode werden pr�asentiert. Insbesondere wird ge-zeigt, da� der vorgeschlagene Ansatz in vielen F�allen e�zienter als bisherige adaptiveMethoden, die das Zielfunktional nicht mitber�ucksichtigten, ist. In den F�allen mit nichtli-nearen Zielfunktionalen, in denen das Verfahren nicht funktionierte, werden theoretischeErkl�arungen und numerische Ergebnisse des Fehlschlagens gegeben.Die vorgeschlagene Methode wird auf ein einfaches Modell der Physik der Sonnenat-mosph�are angewandt und die Ausbreitung linearer akustischer Wellen berechnet. DerAnteil der Energie der Wellen, der den �Ubergang zwischen der Chromosph�are und derKorona passieren kann, wird mit guter Genauigkeit bestimmt.
Abstract:Adaptive Finite Element Methods for the Solution of the Wave Equation andApplication to Solar PhysicsIn this work, adaptive concepts for the numerical solution of the wave equation in in-homogeneous media are derived and applied to an example taken from the physics ofthe solar atmosphere. The main focus is on ways to estimate the error in the numericalsolution with regard to arbitrary functionals, i.e. quantities of interest, and the use ofthese estimates for the generation of computational meshes best suited for the evaluationof this functional.Advantages and di�culties of this method are presented. In particular, it is shown thatthe proposed approach is signi�cantly better in many cases than previous adaptive sche-mes not taking into account the quantity of interest. Cases involving nonlinear functionalsand in which the approach fails, are presented along with theoretical explanations andnumerical evidence of the reasons for this.The proposed methods are applied to a simple model from the physics of the solaratmosphere and the propagation of linear acoustic waves is computed. The fraction ofthe wave energy that passes the chromosphere{corona transition is computed to goodaccuracy.
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Kapitel 1Einf�uhrungIm Rahmen dieser Arbeit soll die numerische L�osung der Wellengleichung�(x)utt(x; t)�r � (a(x)ru(x; t)) = 0 (x; t) 2 
� (0; T );u(x; 0) = u0(x) x 2 
;ut(x; 0) = v0(x) x 2 
; (1.1)u(x; t) = gD(x; t) x 2 �D � (0; T );�D � @
;n � a(x)ru(x; t) = gN (x; t) x 2 �N � (0; T );�N = @
� �D;und ihre Anwendung auf den Energietransport in der unteren solaren Atmosph�are untersuchtwerden. Dieser soll dabei durch akustische Wellen simuliert werden, die sich in Form der obi-gen Gleichungen als Grenzfall kleiner St�orungen aus den Euler-Gleichungen der Gasdynamikergeben; in diesem Fall ist u die Abweichung des Drucks vom Gleichgewichtswert, � die Dichteund a die inverse Kompressibilit�at des Mediums. Diese N�aherung ist nicht besonders gut, da siedie wesentlichen, nichtlinearen E�ekte der Schallausbreitung in d�unnen, ionisierten Gasen au�eracht l�a�t. Es ist aber ein erster Schritt in Richtung zu mehrdimensionalen Rechnungen, die eserlauben, Mechanismen der Ausbreitung in Medien mit variablen Ausbreitungskoe�zienten zuuntersuchen, insbesondere Re
exion an Grenzschichten und Refraktion; diese E�ekte sind in denbisher durchgef�uhrten eindimensionalen Rechnungen nicht darstellbar, so da� es wichtig ist, ihrenEin
u� abzusch�atzen.Von der numerischen Seite her soll untersucht werden, ob adaptive Techniken im Kontext derWellengleichung einsetzbar sind und ob es m�oglich ist, a-posteriori Fehlersch�atztechniken anzu-wenden. Aufgrund der bereits in zwei Raum- und einer Zeitdimension sehr hohen Anforderungenan Rechenzeit und Speicherbedarf erscheint es unabdingbar, adaptive Techniken zu verwenden,die im Gegensatz zu gleichf�ormigen oder blockweise gleichf�ormigen Gittern die Rechenzellen dortplazieren, wo der Fehler erzeugt wird. Die Ber�ucksichtigung der Herkunft des Fehlers unterscheidetden vorgestellten Ansatz damit insbesondere von bisherigen Ans�atzen zur Gittersteuerung, die nurdort verfeinerten, wo der Fehler gro� ist. Die Notwendigkeit adaptiver Techniken gilt umso mehrbei Rechnungen mit drei Raumdimensionen oder wenn eine hohe Genauigkeit gefordert ist, da dieherk�ommlichen Techniken dieses nicht mehr zu leisten verm�ogen. Es wird gezeigt, da� adaptiveGitterverfeinerung in der Lage ist, die ben�otigten Ressourcen erheblich zu senken und aufgrunddeutlich geringeren Speicherbedarfs einige Rechnungen erst m�oglich zu machen.Bez�uglich der Gitterverfeinerung soll insbesondere ein Ansatz untersucht werden, der eineSch�atzung des Fehler bei der Auswertung eines beliebigen Funktionals verwendet. In der Praxisist man selten am Fehler in einer abstrakten Norm, beispielsweise der L2- oder der Energienorm,interessiert, sondern an der Auswertung eines Funktionals der L�osung, zum Beispiel einem Punkt-wert, Linienintegralen oder gewichteten Integralen. Es ist klar, da� ein optimales Rechengitterauf diese Auswertegr�o�e abgestimmt sein mu�, wobei das Ziel ist, bei gleichzeitiger Minimierungder Anzahl an Freiheitsgraden den Fehler bei der Auswertung des Funktionals zu minimieren.Dies kann bedeuten, von einer durch das Gebiet laufenden Welle nur den Teil gut aufzul�osen, der1



2 KAPITEL 1. EINF�UHRUNGschlie�lich auch zum zu berechnenden Funktionalwert beitr�agt, w�ahrend die Teile der Welle, diein andere Richtungen laufen, nicht aufgel�ost werden m�ussen. Es wird ein Ansatz vorgestellt, derdie Gitterverfeinerung automatisch, d. h. ohne Interaktion des Benutzers, nach diesem Kriteriumdurchf�uhrt.Im Gegensatz zu den meisten Rechnungen der Vergangenheit erfolgt die Diskretisierung nichtdurch ein Di�erenzen- oder Charakteristikenverfahren mit expliziter Zeitdiskretisierung, sondernmittels Finiten Elementen und impliziten Zeitschrittverfahren. Finite Elemente erlauben gegen-�uber Di�erenzenverfahren wesentlich gr�o�ere Freiheiten bei der Gestaltung der Rechengitter, wasunabdingbar f�ur die Verwendung adaptiver Verfahren ist; dar�uberhinaus lassen sich a-posteriori-Fehlersch�atzer herleiten, die Informationen �uber den Beitrag einer Zelle zum Gesamtfehler liefern,so da� eine gezielte Verfeinerung einzelner Zellen m�oglich ist. Gegen�uber Charakteristikenverfah-ren zeichnet sie aus, da� die Herangehensweise im wesentlichen dimensionsunabh�angig ist; ihreUmsetzung bietet f�ur zwei oder mehr Raumdimensionen keine wesentlichen zus�atzlichen mathe-matischen Schwierigkeiten gegen�uber einer Raumdimension. Charakteristikenverfahren geben da-gegen die kontinuierliche L�osung der verwendeten Gleichung nahezu exakt im Diskreten wieder,sind allerdings nur sehr schwer auf h�ohere Raumdimensionen verallgemeinerbar und Absch�atzun-gen des Fehlers sind schwierig (vgl. [26]). Die verwendeten Finiten Elemente sind bilineare bisbiquartische konforme Elemente auf Vierecksgittern.Implizite Zeitschrittverfahren werden eingesetzt, da die Verwendendung expliziter Verfahren dieEinhaltung einer Bedingung ("CFL-Bedingung\) verlangt, die die Zeitschrittweite an die Gr�o�e derkleinsten Zellen bindet; da die Zellgr�o�e variabel ist und bei adaptiven Verfahren sehr klein werdenkann, w�urde dies eine sehr kleine Zeitschrittweite nach sich ziehen, was den Rechenaufwand enormerh�ohen w�urde. Im Rahmen dieser Arbeit wurden zur Zeitdiskretisierung das Crank-Nicolson-sowie das Fractional-Step-�-Verfahren verwendet.An der Entstehung einer Arbeit wie dieser sind mehr Menschen als nur der Author beteilgt.Ich bin allen, meinen Eltern, Freunden, Betreuern und Kollegen, die mich auf diesem oft nichteinfachen Weg begleitet, gef�uhrt und mir zur Seite gestanden haben, zu gro�em Dank verp
ichtet!



Kapitel 2Numerik der WellengleichungZur Behandlung der Wellengleichung auf dem Computer ist es n�otig, die in kontinuierlichen Koor-dinaten geschriebenen Gleichungen zu diskretisieren. Im Rahmen dieser Arbeit soll dabei folgendeDiskretisierung untersucht werden:� zeitlich: Die zeitliche Ableitung wird dadurch diskretisiert, da� wir die Gleichung (1.1) inein System von partiellen Di�erentialgleichungen erster Ordnung in der Zeit �uberf�uhren unddiese mit einem der g�angigen Verfahren (�- bzw. Crank-Nicolson- und Fractional-Step-�-Verfahren) diskretisieren.� r�aumlich: Anschlie�end wird die r�aumliche Ableitung mit einem Finite-Elemente-Verfahrenmit st�uckweise polynomialen Ansatzfunktionen behandelt. Als Polynome werden die La-grange-Interpolationspolynome der Ordnungen eins bis vier betrachtet.Diese Reihenfolge der Diskretisierung wird gemeinhin als Rothe-Methode bezeichnet, im Ge-gensatz zur sogenannten Linienmethode, bei der zuerst die Ortsdiskretisierung durchgef�uhrt wirdund das dadurch entstehende System gekoppelter Di�erentialgleichungen in der Zeit mit einemder bekannten Verfahren zur L�osung gew�ohnlicher Di�erentialgleichungssysteme behandelt wird.F�ur gleichbleibende Gitter sind beide Methoden im wesentlichen gleich und liefern im allgemei-nen vergleichbare Ergebnisse. Lediglich die Analyse des Fehlers unterscheidet sich wesentlich. DieRothe-Methode hat aber entscheidende Vorteile bei der Verwendung ortsadaptiver Gitter, da indiesen F�allen Anzahl und Ort der Freiheitsgrade von Zeitschritt zu Zeitschritt variieren, weshalbsich die partielle Di�erentialgleichung nicht mehr ohne weiteres in ein System von gew�ohnlichenDi�erentialgleichungen umschreiben l�a�t.Das Problem, da� die L�osung zu einem Zeitschritt auf das Gitter des n�achsten Zeitschrittstransportiert werden mu�, bleibt jedoch bestehen. Hier erweist sich die Verwendung hierarchischaufgebauter Gitter als ausgesprochen vorteilhaft, da es nicht n�otig ist, herauszu�nden, in welcherZelle des Gitters ein Punkt liegt, wie es n�otig w�are, wenn die Gitter zu verschiedenen Zeitschrittenvollst�andig unabh�angig w�aren. Programme, die mit v�ollig unabh�angigen Gittern arbeiten, verbrin-gen oft einen Gro�teil der Zeit mit solchen Aufgaben (vgl. [29, Remark 2.2]). Der Transfer zwischenGittern kann dar�uberhinaus beim Aufbau der rechten Seite der Gleichungen exakt durchgef�uhrtwerden (Abschnitt 4.2), d. h. es tritt kein Interpolationsfehler wie bei der Verwendung unabh�angi-ger Gitter auf.Um einen streng mathematischen Rahmen zu scha�en, wird die Gleichung nicht wie oben erstin der Zeit und dann im Ort diskretisiert, sondern in einem Schritt. Sofern die Zeitdiskretisierungmit einem Galerkin-Verfahren erfolgt, sind die beiden Herangehensweisen identisch. Da sich dieAufteilung in Zeit- und Ortsdiskretisierung f�ur die Implementation auf einem Computer bessereignet, wird zuerst eine halbformale Herleitung der Diskretisierung in zwei Schritten und darananschlie�end eine rigorose Ableitung der Volldiskretisierung gegeben.In den folgenden Abschnitten werden die folgenden Notationen verwendet:3



4 KAPITEL 2. NUMERIK DER WELLENGLEICHUNG� In = (tn�1; tn] sei das nte Zeitintervall der Zeitdiskretisierung und kn = tn � tn�1 seineL�ange;� I = (0; T ] sei das gesamte interessierende Zeitintervall; o�enbar ist I = Sn In;� Die L�osungsfunktion sei w = (u; v). Die L�osung des in Abschnitt 2.4.2 eingef�uhrten dualenProblems sei �w = (�u; �v); der �Uberstrich kennzeichne dualen Gr�o�en;� t = (';  ) kennzeichnet im allgemeinen eine Testfunktion;� (p; q) bezeichnet das L2-Skalarprodukt R pq dx; falls p und q Vektoren sind, sei das Vektor-produkt impliziert;� b(w; t) sei die durch b(w; t) = �� 0 ��a(x)r 0 �w;�1 00 r� t�
�[0;T ] � (gN ;  )�N�[0;T ] de-�nierte Bilinearform.2.1 ZeitdiskretisierungDie Umschreibung in ein System erster Ordnung in der Zeit geschieht folgenderma�en: wir gehenvon �(x)utt(x; t)�r � (a(x; t)ru(x; t)) = 0 (2.1)aus (a(x; t) ist entweder eine strikt positive skalare Funktion oder eine positiv de�nite, symmetri-sche d � d-Matrix, � ist eine strikt positive Funktion) und setzen v = ut. Der Einfachheit halbersei angenommen, da� die Koe�zienten a und � nicht von der Zeit abh�angen. Dies ist im Einklangmit der Fragestellung dieser Arbeit; die Erweiterung bez�uglich der Methodik bei zeitlich variablenKoe�zienten ist in den meisten F�allen o�ensichtlich. Sei au�erdem A = �r � (ar) der positivde�nite r�aumliche Operator, dann gilt��ut�vt�+� 0 ��A 0 ��uv� = 0: (2.2)Diese Gleichung l�a�t sich mit w = (u; v) und dem Operator B = �0 ��A 0 � verk�urzt auch alsDi�erentialgleichung im Hilbertraum schreiben:�wt + Bw = 0: (2.3)Die erste Gleichung wurde mit �multipliziert, da dann alle Massematrizen diesen Faktor enthalten.Dar�uberhinaus l�a�t sich so die numerische Stabilit�at erh�ohen, da die einzelnen Terme von dergleichen Gr�o�enordnung sind; das ist insbesondere bei dem in Abschnitt 3 gerechneten Beispielwichtig, wo die Koe�zienten um bis zu drei Zehnerpotenzen variieren.Die Umschreibung in ein System hat gegen�uber der direkten L�osung von (2.1) im wesentlichenzwei Vorteile:� Zur Diskretisierung erster Zeitableitungen existiert eine Vielzahl von gut untersuchten Ver-fahren aus der Numerik der gew�ohnlichen Di�erentialgleichungen. Dort werden h�ohere Ablei-tungen im allgemeinen durch Einf�uhrung zus�atzlicher Variablen in ein System von Gleichun-gen umgeformt, so da� zur direkten Diskretisierung zweiter Ableitungen nur relativ wenigeVerfahren bekannt sind.� Gegen�uber der direkten Diskretisierung (beispielsweise durch einen Ansatz �ahnlich der Dis-kretisierung des Laplace-Operators) kann man eine bessere Konvergenzordnung f�ur diezweite Variable v erwarten, analog zur Verwendung einer gemischten Diskretisierung im



2.1. ZEITDISKRETISIERUNG 5Ort. Das hat Vorteile, da viele praktisch relevante Funktionale die Geschwindigkeit enthal-ten, beispielsweise die Energie E = (�v; v)
 + (aru;ru)
;oder der Energie
u� durch eine Kurve� = ZC varu � n ds:� Bei direkter Diskretisierung wird die Implementation schnell sehr un�ubersichtlich, da Daten�uber mehr als einen Zeitschritt transportiert werden m�ussen.Dem steht als Nachteil allerdings gegen�uber, da� die mit dem System assoziierte Bilinearformkeine nat�urliche Norm induziert, so da� a priori Absch�atzungen und Stabilit�atsanalysen erschwertsind. Diese sind jedoch in der Literatur zu �nden, vgl. beispielsweise [16] und die Referenzen darin.Das Gleichungssystem (2.3) soll im folgenden mit einem der bekannten Verfahren in der Zeitdiskretisiert werden. Dabei kennzeichnen in den folgenden Abschnitten obere Indizes (Superskrip-te) die L�osungen zu bestimmten Zeitpunkten, z. B. ist Wn �W(tn), wobei W(t) die L�osung dessemidiskreten Problems sei. Um die Notation �ubersichtlich zu halten, sind die Verfahren meist nurf�ur den ersten Zeitschritt, das hei�t f�ur W1 und W0 angegeben; die Umsetzung f�ur allgemeineWn+1 undWn ist o�ensichtlich. Bei Gleichungen, die sich ausschlie�lich auf den ersten Zeitschrittbeziehen, ist dies explizit angemerkt.Wie �ublich bezeichne k die Zeitschrittweite. Im allgemeinen wird k = kn, d. h. variabel zuw�ahlen sein. Da nur Einschrittverfahren beschrieben werden, sei der Einfachheit halber auf denIndex verzichtet.2.1.1 Das �-VerfahrenDas �-Verfahren auf (2.3) angewandt l�a�t sich wie folgt schreiben:��W1 �W0k �+ �BW1 + (1� �)BW0 = 0: (2.4)Durch Umschreiben1 l�a�t sich die gleichzeitige L�osung zweier gekoppelter L�osungen vermeidenund man gelangt zu zwei Teilschritten:(�+ k2�2A)u1 = �u0 + k�v0 � k2�(1� �)Au0�v1 = �v0 � k�Au1 � k(1� �)Au0 (2.5)Durch die Wahl von � lassen sich aus (2.4) verschiedene bekannte Verfahren gewinnen:� � = 0: Bei dieser Wahl ist (2.4) die Diskretisierung der kontinuierlichen Gleichung durch dasexplizite Euler-Verfahren. Als explizites Verfahren hat es den Vorteil, da� keine Di�eren-tialgleichung im Ort gel�ost werden mu�, das hei�t W1 h�angt explizit von W0 ab und kanndurch Matrix-Vektor-Multiplikationen gewonnen werden. Der wesentliche Nachteil des Ver-fahrens liegt in der Kopplung der Zeitschrittweite an die Gr�o�e der kleinsten Zellen, die darinbegr�undet liegt, da� aufgrund des expliziten Charakters Information pro Zeitschritt nur �uberh�ochstens eine Zelle transportiert werden kann; soll die Ausbreitungsgeschwindigkeit richtigwiedergegeben werden, so darf die Zeitschrittweite nicht zu gro� gew�ahlt werden.21Die Umformung erscheint auf den ersten Blick o�ensichtlich. Ihre Richtigkeit l�a�t sich aber nur in der schwachenFormulierung zeigen, da nur dann die unterschiedlichen R�aume, aus denen u und v kommen, korrekt behandeltwerden k�onnen; vgl. Abschnitt 2.3.3.2Im Fall gleichf�ormiger Gitter gilt dar�uberhinaus die Courant-Friedrichs-Lewy-Bedingung (vgl. [13]), die denVerlust der Stabilit�at des Verfahrens beschreibt, falls f�ur Zeitschritt k und Gitterweite h die Beziehung ck � Chverletzt ist, wobei c die Ausbreitungsgeschwindigkeit sei. Die Konstante C ist von der Ortsdiskretisierung abh�angig



6 KAPITEL 2. NUMERIK DER WELLENGLEICHUNGLetzteres ist eine Bedingung, die den Einsatz im Umfeld adaptiv verfeinerter Gitter aus-schlie�t, da die kleinsten Zellen sehr klein werden k�onnen, wenn stark lokalisierte Eigen-schaften der L�osung gut aufgel�ost werden sollen.Das explizite Euler-Verfahren ist von erster Ordnung.� � = 1: In diesem Fall entsteht das implizite Euler-Verfahren. Es ist stark A-stabil undebenfalls von erster Ordnung. Falls f�ur den Koe�zienten a(x; t) = a(x) gilt, und da wirdie homogene Wellengleichung betrachten, ist dieses Verfahren identisch mit dem unstetigenGalerkin-Verfahren nullter Ordnung, DG(0).Das implizite Euler-Verfahren hat den bedeutenden Nachteil, da� es stark dissipativ ist,d. h. da� es die L�osung gl�attet und damit zu einem unphysikalischen Verlust an Energie imSystem f�uhrt; es kommt damit nicht als Kandidat f�ur eine sinnvolle Implementation infrage.� � = 12 : Mit dieser Wahl ergibt sich das Crank-Nicolson-Verfahren. Es ist von zweiter Ord-nung und A-stabil, aber leider nicht stark A-stabil, was sich im Auftreten von Oszillationenbei St�orungen zeigen kann. Typische St�orungen sind beispielsweise eine starke Ver�anderungdes Gitters; da die dadurch ausgel�osten Oszillationen aufgrund der fehlenden Gl�attungsei-genschaften der Wellengleichung und des Zeitschrittverfahrens nicht ged�ampft werden, ak-kumuliert sich im Laufe der Rechnung ein "Untergrundrauschen\, das bei der Auswertungschwacher Signale st�oren kann. Aufgrund der Elliptizit�at der in jedem Zeitschritt zu l�osen-den Gleichungen m�ussen bei der St�orung durch Gitter�anderung Ort der St�orung und Ortder Oszillationen nicht identisch miteinander sein.Vorteile des Crank-Nicolson-Verfahren sind seine h�ohere Ordnung und vor allem die feh-lende Dissipativit�at, die die Energie auf ungest�orten Gittern exakt erh�alt. Das Verfahrenl�a�t sich als Petrov-Galerkin-Verfahren schreiben, was in Abschnitt 2.4 zur Herleitungvon Fehlersch�atzern verwendet werden wird.Aus (2.4) l�a�t sich auf die Energie E1 = 12 �(aru1;ru1)
 + (�v1; v1)
� zum neuen Zeitschrittzumindest teilweise in Abh�angigkeit von der Energie E0 im letzten Zeitschritt berechnen. Nachtrivialer Rechnung erh�alt manE1 = E0 + k2 (1� 2�) ��rv0; aru1�
 � �rv1; aru0�
� ;was erkl�art, weshalb das Crank-Nicolson-Verfahren die Energie erh�alt.2.1.2 Das Fractional-Step-�-VerfahrenF�ur die Gleichung (2.3) schreibt sich das Fractional-Step-�-Verfahren (im folgenden mit FS-�-Verfahren abgek�urzt) als Dreischrittverfahren:��W� �W0k �+ ��BW� + ��BW0 = 0;��W1�� �W�k �+ ��0BW1�� + ��0BW� = 0;��W1 �W1��k �+ ��BW1 + ��BW1�� = 0; (2.6)und liegt in der Gr�o�enordnung von 1.Die CFL-Bedingung wird �uber die Gr�o�e der Eigenwerte der Systemmatrix hergeleitet. F�ur gleichf�ormig ver-feinerte Gitter ist der Zusammenhang zwischen Gitterweite h und den Eigenwerten bekannt, nicht jedoch f�urlokal verfeinerte Gitter. Ein im Verh�altnis zu den kleinsten Zellen zu gro� gew�ahlter Zeitschritt kann daher unterUmst�anden trotzdem ein stabiles Verfahren ergeben, das beschriebene Problem mit der numerischen Ausbreitungs-geschwindigkeit bleibt jedoch bestehen.



2.1. ZEITDISKRETISIERUNG 7mit � = 1� 12p2, �0 = 1� 2�, 12 � � < 1 und � = 1��. Betrachtet man f�ur einen Moment wiederdie Ortsabh�angigkeit mit, so gelten f�ur u die Randbedingungenu0(x) = gD(x; 0);u�(x) = gD(x; t1 � �k);u1��(x) = gD(x; t1 � �k);u1(x) = gD(x; t1); (2.7)f�ur x 2 @
. F�ur Neumann-Randbedingungen gilt analoges. Die ungew�ohnlich erscheinende Aus-wahl der Zeitpunkte, zu denen die Randfunktion ausgewertet wird, ergibt sich formal aus derHerleitung des Verfahrens; sie h�angt damit zusammen, da� u� und u1�� keine Approximationenzweiter Ordnung zu u(�k) und u(t1 � �k) sind.Durch Umsortieren der beiden Gleichungen analog zu oben l�a�t sich das Fractional-Step-�-Verfahren (2.6) wie folgt schreiben:(�+ �2�2k2A)u� = �u0 + �k�v0 � ���2k2Au0�v� = �v0 � ��kAu� � ��kAu0(�+ �2�02A)u1�� = �u� + �0k�v� � ���02Au��v1�� = �v� � ��0kAu1�� � ��0kAu�(�+ �2�2k2A)u1 = �u1�� + �k�v1�� � ���2k2Au1���v1 = �v1�� � ��kAu1 � ��kAu1��Im allgemeinen w�ahlt man � so, da� �� = ��0, d. h. � = 1�2�1�� , da dann die Systemmatrizen der dreiTeilschritte identisch sind. Diese Wahl von � vertr�agt sich mit der obengenannten Einschr�ankung.Das Verfahren ist von zweiter Ordnung und stark A-stabil. Letztere Eigenschaft zusammen mitder Tatsache, da� es nur sehr geringe Dissipativit�at besitzt, machen es zu einem nahezu idealenKandidaten f�ur das untersuchte Problem. Dagegen stehen jedoch die aufwendige Analyse sowie dieTatsache, da� es sich nicht als Galerkin-Verfahren schreiben l�a�t, was f�ur die Fehlersch�atzungn�otig w�are.Das FS-�-Verfahren wurde urspr�unglich als Operator-Splitting-Schema f�ur die L�osung derNavier-Stokes-Gleichungen entwickelt [8]. Analysen des Verfahrens �nden sich in [28, 24], An-wendungen in [27] und den darin aufgef�uhrten Referenzen.2.1.3 Vergleich der ZeitschrittverfahrenZur Wahl des Zeitschrittverfahrens wurden einige Tests durchgef�uhrt, um die verschiedene Ver-fahren zu vergleichen.Beispiel 1. Zuerst wurden auf einem regul�ar verfeinerten Gitter die Anfangs- und Randwertefolgenderma�en gew�ahlt:u(x; 0) = sin(2�x) sin(2�y) x 2 
 = (0; 3)� (0; 1);v(x; 0) = 0 x 2 
;u(x; t) = 0 (x; t) 2 @
� (0; T ):Die Koe�zienten � und a waren dabei jeweils konstant eins. Die L�osung ist die (6; 2)-Eigenschwin-gung des Gebietes, u(x; t) = sin(2p2�t) sin(2�x) sin(2�y):Die Gesamtenergie sollte den konstanten Wert E = 6�2 haben.3 Im allgemeinen ist die Wahl vonEigenmoden nicht repr�asentativ f�ur die Auswahl von Verfahren, da sie zu viele spezielle Eigen-schaften haben; insbesondere kann die projizierte L�osung Eigenvektor der Systemmatrizen sein.3Der genaue Wert der Energie spielt hier keine wirkliche Rolle, da man eigentlich nur mit der Energie in der aufdas Gitter projizierten echten L�osung vergleichen darf.
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Abbildung 2.1: Vergleich der Energie bei verschiedenen Zeitschrittverfahren bei regul�ar verfeiner-tem Gitter und glatter L�osung (Beispiel 1).Da es in diesem ersten Beispiel aber nur darum geht, einige der Verfahren auszusortieren, ist dieWahl zu rechtfertigen. Der Vergleich der verbleibenden Verfahren miteinander erfolgt an einempraxisrelevanteren Beispiel.Die L�osung ist beliebig glatt und zeigt keine �ortlich ver�anderlichen Eigenschaften wie laufendeWellen. Die Zeitschrittweite betrug k = 0:02 (f�ur das FS-�-Verfahren wurde der Vergleichbarkeithalber k = 0:06 gew�ahlt), das Gebiet wurde in 192 quadratische Zellen mit h = 1=8 aufgeteilt.Die Grobheit des Gitters reicht sicher nicht aus, um feinere Einzelheiten der L�osung aufzul�osen,gen�ugt aber um einige der Verfahren schon auszusortieren.In Abbildung 2.1 ist der Verlauf der Energie in der numerischen L�osung f�ur verschiedene Ver-fahren �uber knapp drei Perioden der Eigenschwingung aufgetragen. Man erkennt die zu erwartendeAbnahme der Energie beim impliziten Euler-Verfahren aufgrund dessen D�ampfungseigenschaf-ten und da� auch die anderen aus dem �-Verfahren hergeleiteten Methoden au�er dem Crank-Nicolson-Verfahren diese Eigenschaft besitzen. Die Wellenlinie entspricht einem Verfahren, beidem die beiden Gleichungen (2.4) mit unterschiedlich gew�ahlten Parametern �1 und �2 diskre-tisiert wurden; dieses Verfahren d�ampft kinetische und elastische Energie unterschiedlich stark,wodurch die Schlangenlinie zustandekommt. Beim Crank-Nicolson-Verfahren bleibt die Ener-gie auf mindestens sechs Stellen konstant, wenn das Gitter konstant bleibt. Die Konstanz derEnergie ist unabh�angig vom Verh�altnis von Orts- zu Zeitgitterweite, das hei�t es existiert kei-ne st�orende CFL-Bedingung. Die Zeitschrittweite kann daher an der Zeitskala der aufzul�osendenPh�anomene orientiert werden. Die Kurve des FS-�-Verfahrens liegt praktisch auf der des Crank-Nicolson-Verfahrens, allerdings verliert das Verfahren hier in jedem Zeitschritt etwa einen Anteilvon 6 � 10�5 der Energie. Da eine typische Simulation etwa 200 Zeitschritte ben�otigt, ist dieserFehlerbeitrag im allgemeinen tolerierbar.Beispiel 2. In einem zweiten Beispiel wurde das Problem mit folgenden Anfangs- und Rand-werten gestellt:u(x; 0) = 8<: jxjs f�ur jxj < s2� jxjs f�ur s � jxj < 2s0 sonst x 2 
 = [�1; 1]2;v(x; 0) = 0 x 2 
; (2.8)u(x; t) = 0 (x; t) 2 @
� [0; T ]:Die L�osung ist eine kreisf�ormige, aus dem Zentrum herauslaufende, nicht stetig ableitbare Welle.Im Beispiel wurde s = 0:1, der Koe�zient a unstetig zu a = 4 f�ur y > 13 , a = 1 sonst, und � = 1gew�ahlt.
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Abbildung 2.2: Vergleich der Energie beim Crank-Nicolson-Verfahren (links) und beim Frac-tional-Step-�-Verfahren (rechts) auf adaptiv verfeinerten Gittern. Koe�zient und L�osung sindnicht glatt (Beispiel 2).In Abbildung 2.2 sind Crank-Nicolson- und FS-�-Verfahren einander gegen�ubergestellt, wo-bei die Zeitschrittweiten auf k = 0:02 bzw. k = 0:03 gesetzt wurde. Die Rechnung wurde aufadaptiv verfeinerten Gittern mit jeweils in etwa gleichen Zellzahlen bei den beiden Verfahrendurchgef�uhrt, wobei mehrere Durchl�aufe4 gemacht wurden. F�ur den Vergleich ist im wesentlichennur der letzte Durchlauf wichtig; die vorhergehenden geben jedoch Aufschlu� �uber die Stabilit�ats-eigenschaften der Zeitschrittverfahren. Als Fehlerindikator wurde ein einfacher Energiesch�atzernach Kelly, Gago, Zienkiewicz und Babu�ska der Form�2K = Chk[n � a(x)ruh]k2@K (2.9)verwendet, vgl. [23]. F�ur jede Zelle wird dabei der Sprung der Konormalenableitung [n � a(x)ruh]zur Nachbarzelle �uber den Rand integriert. Eine kurze Begr�undung f�ur diesen Fehlerindikator wirdin Abschnitt 2.4.4 gegeben.Aus den schon recht glatten Kurven des letzten Durchlaufs erkennt man, da� das FS-�-Verfahrens am Anfang zu einem st�arkeren Energieverlust als das Crank-Nicolson-Verfahrenf�uhrt. Die Vermutung, da� die dissipativen Eigenschaften des Verfahrens eine sichtbar st�arkereGl�attung von Unstetigkeiten der L�osung oder ihres Gradienten konnte nicht best�atigt werden. Dieletztliche Ursache ist unbekannt.Trotz der Tatsache, da� pro Zeitschritt drei Gleichungssysteme gel�ost werden m�ussen, dieserAufwand aber der pro Zeitschritt nur einmal n�otigen Projektion der L�osungen des vorigen Zeit-schritts sowie der Fehlersch�atzung gegen�ubergestellt werden mu�, liegt der numerische Aufwandbei den Zeitschrittweiten 0.02 bzw. 0.03 in etwa der gleichen Gr�o�enordnung.In der Abbildung ist andererseits die bessere Stabilit�at des FS-�-Verfahrens zu sehen, die sichim glatteren Verlauf der Kurve und durch die weitgehend fehlenden Spr�unge in den sp�aterenDurchl�aufen zeigt. Der E�ekt ist besonders deutlich in der jeweils mittleren der drei Kurven zusehen. Diese Spr�unge werden durch die St�orung hervorgerufen, die die Ver�anderung der Gitterdarstellt.Im Prinzip w�are das Fractional-Step-�-Verfahren ein sehr guter Kandidat f�ur das zu verwen-dende Zeitschrittverfahren. Es hat allerdings den Nachteil, da� es sich im Gegensatz zum Crank-Nicolson-Verfahren nicht alsGalerkin-Verfahren schreiben l�a�t. Damit f�allt auch die notwendi-ge Galerkin-Orthogonalit�at weg und die Absch�atzung des Fehlers mittels eines dualen Problemsist nicht mehr m�oglich. Da dieser Punkt das Verfahren f�ur die Zwecke der Fehlersch�atzung im we-sentlichen ausschlie�t, wird im folgenden nur noch das Crank-Nicolson-Verfahren verwendet.Beide Verfahren zeigen bei zunehmender Gitterverfeinerung, d. h. in den sp�ateren Durchl�aufen,4Zur Bedeutung des Wortes "Durchlauf\: Die Verfeinerung erfolgte so, da� in einem ersten Durchlauf alle Zeit-schritte nacheinander auf dem Grobgitter gerechnet wurde, im n�achsten Durchlauf alle Zeitschritte auf einem einmalverfeinerten Gitter, usw. Details dazu sind in Abschnitt 4.5 zu �nden.



10 KAPITEL 2. NUMERIK DER WELLENGLEICHUNGbessere Stabilit�atseigenschaften und Konvergenz gegen eine konstante Energie, so da� die Wahldes Crank-Nicolson-Verfahrens trotz der guten Eigenschaften des FS-�-Verfahrens vertretbarist.2.2 OrtsdiskretisierungDurch die untersuchten Zeitschrittverfahren entstanden jeweils zwei Gleichungen der Form(�+ �A)u1 = ��u0 + ��v0 + 
Au0; (2.10)�v1 = �v0 + �Au1 + �Au0; (2.11)wobei �, �, �, 
, � und � vom Verfahren und von der Zeitschrittweite abh�angige Konstantensind, deren Wert hier au�er dem positiven Vorzeichen von � / k2 keine Rolle spielt. Es geltewieder A = �r � a(x)r. Die �ortliche Diskretisierung dieser Gleichungen wird in der schwachenFormulierung durchgef�uhrt, die man durch Multiplikation der Gleichungen mit einer Testfunktion und Integration �uber das Gebiet 
 erh�alt. Betrachtet man Gleichung (2.10), so lautet dasProblem nun:Finde u1 2W , so da� f�ur alle  2W gilt:(�u1;  ) + �a(u1;  ) = �(�u0;  ) + �(�v0;  ) + 
a(u0;  ): (2.12)Die Frage der richtigen Funktionenr�aume ist in Kapitel 2.3 diskutiert. Es sei (�u; v) � R
 �uv dxund a(u; v) � R
 arurv dx der Term, der durch partielle Integration von (Au; v) entsteht. Wegender geforderten Eigenschaften von a(x) und �(x) sind a(�; �) und (��; �) symmetrische, positivde�nite Bilinearformen. Sind inhomogene Neumann-Randwerte vorgeschrieben, mu� die rechteSeite noch um einen Randintegralterm erg�anzt werden.L�osungen von (2.10) sind selbstverst�andlich auch L�osungen von (2.12), jedoch nicht notwen-digerweise umgekehrt, da die variationelle Formulierung (2.12) geringere Di�erenzierbarkeit als(2.10) von der L�osung fordert (daf�ur wurde die partielle Integration durchgef�uhrt). Die Wellen-gleichung garantiert nur eine L�osung, die genauso glatt ist wie Rand- und Anfangswertdaten, imallgemeinen also u 2 L2 mit zus�atzlichen Annahmen �uber die Existenz einer Spur auf dem Randund von Anfangswerten; im Rahmen dieser Arbeit sei aber in den meisten F�allen u(�; t) 2W � H1angenommen, wobei H1 der Raum der Funktionen sei, deren (schwacher) Gradient noch quadra-tintegrabel ist.Die Diskretisierung im Ort wird nun so durchgef�uhrt, da� wir die L�osung nicht mehr imunendlichdimensionalen Raum W suchen, sondern in einem endlichdimensionalen Raum Wh unddie Testfunktionen ebenfalls aus einem endlichdimensionalen Raum Th w�ahlen. Die Dimension Nhder beiden R�aume mu� �ubereinstimmen. Das volldiskrete Problem lautet damit:Finde u1h 2Wh, so da� f�ur alle  h 2 Th gilt:(�u1h;  h) + �a(u1h;  h) = �(�u0h;  h) + �(�v0h;  h) + 
a(u0h;  h): (2.13)F�ur die Ortsdiskretisierung werden hier nur Ans�atze mit Wh = Th (Ritz-Galerkin-Verfahren)untersucht; Verfahren mit Wh 6= Th hei�en Petrov-Galerkin-Verfahren und werden in dieserArbeit f�ur die Zeitdiskretisierung mit dem Crank-Nicolson-Verfahren verwendet.Wegen der Endlichdimensionalit�at der R�aume kann man eine endliche Basis f'i(x)gNh1 vonWhde�nieren und die L�osung als u1h = Pi u1i'i(x) darstellen, wobei die fu1i gNh1 den L�osungsvektorbilden. Testet man nun mit einer der Funktionen  h = 'j , so erh�alt man die GleichungXi u1i (�'i; 'j) + �Xi u1i a('i; 'j) = fj ;



2.3. VOLLDISKRETISIERUNG IN EINEM SCHRITT 11mit der aus (2.13) entstandener rechter Seite fj . Da es Nh linear unabh�angige Testfunktionen gibt,gibt es auch genausoviele Gleichungen, so da� (2.13) �aquivalent zum linearen Gleichungssystem(M + �A)u = fist, mit den Matrizen Mij = (�'i; 'j) und Aij = a('i; 'j) und den Vektoren u = fuig undf = ffjg. Die L�osung dieses Gleichungssystems erfolgt mit einem der �ublichen Verfahren derlinearen Algebra, hier mit dem CG-Verfahren, das mit dem Jacobi- oder dem SSOR-Verfahrenvorkonditioniert wird. M und A sind aufgrund der Symmetrie des L2-Skalarprodukts und derBilinearform a(�; �) und wegen Wh = Th ebenfalls symmetrische Matrizen, so da� die L�osungabgesehen von der Gr�o�e des Problems keine Schwierigkeiten bereitet. Mehrgitterverfahren solltenin der Lage sein, die Gleichungssyteme erheblich e�zienter zu l�osen, konnten aber aus Zeitgr�undenim Rahmen dieser Arbeit nicht implementiert werden. Der Aufbau der Matrizen M und A erfolgtdurch numerische Quadratur. Die Aufstellung der rechten Seite ist in Abschnitt 4.2 beschrieben.Die Diskretisierung der Gleichung (2.11) erfolgt ganz analog und liefert das GleichungssystemMv1 = g;mit dem Koe�zientenvektor v1 = fv1i g und der aus (2.11) entstandenen rechten Seite g = fgjg.Im Rahmen dieser Arbeit wird f�ur den endlichdimensionalen Raum Wh der Raum der globalstetigen Funktionen gew�ahlt, die sich auf jedem Element K als Polynom schreiben lassen, wobeiin jedem Summand die Potenz der einzelnen unabh�angigen Variablen h�ochstens gleich r sei. Eswerden Polynomgrade bis r = 4 verwendet. Das Gebiet wird in Viereckselemente aufgeteilt, diewegen der besseren Approximationseigenschaften gegen�uber Dreiecken gew�ahlt wurden und weilsie sich leichter auf drei Raumdimensionen verallgemeinern lassen.In der Praxis werden immer Randwerte f�ur u1 und v1 vorgegeben. Diese werden erst nach derAufstellung der linearen Gleichungssysteme gem�a� dem in Abschnitt 4.3 beschriebenen Verfahrenbehandelt.2.3 Volldiskretisierung in einem SchrittIn diesem Abschnitt soll eine rigorose Ableitung der Volldiskretisierung gegeben werden, wobeikeine Reihenfolge bei der Diskretisierung der Orts- und Zeitrichtungen mehr angenommen wird.Zu l�osen sei wieder das System (2.2)��ut�vt�+�0 ��A 0 ��uv� = 0 x 2 
; t 2 I;u(�; 0) = u0(�);v(�; 0) = v0(�);u(x; t) = gD(x; t) x 2 �D � @
; t 2 I;n � aru(x; t) = gN(x; t) x 2 �N = @
n�D; t 2 I;mit A = �r � (a(x)r�). F�ur die exakte L�osung w = (u; v) gelte w 2 W . Die exakte Strukturder L�osungsr�aume ist kompliziert und sei hier nicht er�ortert; wir nehmen W � H1(I;H1(
)) �H1(I; L2(
)) an.5 Da die L�osungen im allgemeinen genauso glatt sind wie Anfangs- und Randwer-te, entspricht das in etwa der Annahme stetiger Randwerte und Anfangswerte aus H1(
)�L2(
),was mit der physikalischen Anschauung in den meisten F�allen �ubereinstimmt.Wir �uberf�uhren die Di�erentialgleichung in eine schwache Form durch Multiplikation mit einerTestfunktion t = (';  ) 2W , Integration �uber � = 
� I und partielle Integration:(�wt; t)� +�� 0 ��ar 0 �w;�1 00 r� t�� � (gN ;  )�N�I = 0; 8t 2W: (2.14)5Die Schreibweise mit Hilbert-R�aumen ist dem Problem unangemessen, da nicht klar wird, da� Informations-und damit Regularit�atstransport entlang von Charakteristiken statt�ndet; die Regularit�at ist entlang von Charak-teristiken h�oher als senkrecht dazu. Dies mathematisch exakt auszudr�ucken ist aber kompliziert und nicht Themadieser Arbeit.



12 KAPITEL 2. NUMERIK DER WELLENGLEICHUNGWir suchen eine Approximationwh 2 Wh zuw in einem endlichdimensionalen RaumWh �W ,die L�osung der folgenden Gleichung sein solle:(�wh;t; th)� +�� 0 ��ar 0 �wh;�1 00 r� th�� � (gN ;  h)�N�I = 0; 8th 2 Th: (2.15)Der Testraum Th hat dieselbe Dimension wie Wh, mu� aber nicht notwendigerweise mit ihm�ubereinstimmen.F�ur die Diskretisierung mit dem Crank-Nicolson-Verfahren in der Zeit und mit Lagran-ge-Elementen im Ort w�ahlen wir die R�aume wie folgt. Sei dazu I = Sn In; In = (tn�1; tn] eineZerlegung des Zeitintervalls und Tn = fKg eine Zerlegung von 
 in Vierecke, die die �ublichenBedingungen (shape regularity) erf�ulle. Sei Q̂r(K) der Raum der Funktionen, die auf dem Ein-heitselement K̂ = [0; 1]d polynomial bis zur (Bi-, Tri-)Ordnung r sind, d. h. die sich gem�a�û = Xmaxi �i�r c�x� =8>><>>: c0 + c10x+ c01y + c11xy f�ur r = 1; d = 2,c0 + c10x+ c01y + c11xy + c20x2++c21x2y + c12xy2 + c02y2 + c22x2y2 f�ur r = 2; d = 2,: : :mit einem Multiindex � und Koe�zienten c� darstellen lassen; alternativ lassen sie sich als Produktvon Polynomen in x und y mit jeweils der Ordnung r schreiben. Sei au�erdem Qr(Tn) das Bildvon Q̂r unter der (bi-, tri-)linearen Transformation von der Einheitszelle K̂ auf die Zellen derTriangulation Tn; da im Rahmen dieser Arbeit keine krummlinig berandeten Gebiete betrachtetwerden, ist diese Transformation ausreichend. Damit de�nieren wir Ansatz- und Testraum:Wh = �wh = (uh; vh) : wh(x; t) stetig;wh(�; t)jIn 2 �Qr(Tn) [Qr(Tn�1)�2 ;wh(�; tn) 2 (Qr(Tn))2 ;wh(x; t)jIn linear in t;uh = gD auf �D	; (2.16)Th = �th = ('h;  h) : th(�; t) stetig auf 
;th(x; t)jIn konstant in t;th(�; t)jIn 2 (Qr(Tn))2;'h = 0 auf �D	: (2.17)wh mu� im Innern der Zeitintervalle aus der Vereinigung zweier Finite-Elemente-R�aume kommen,was weiter unten bei der Behandlung von h�angenden Knoten in der Zeit erl�autert.Aus der Formulierung (2.14) k�onnte man annehmen, da� die Geschwindigkeit v keine Rand-werte au�er den nat�urlich in der Formulierung enthaltenen ben�otigt. Allerdings zeigen numerischeExperimente, da� das Problem dann nicht L2-stabil ist und Oszillationen am Rand auftreten,sobald eine Welle diesen tri�t (vgl. Abbildung 2.3). Die Amplitude der Oszillationen nimmt mitkleiner werdender Gitterweite wie etwa h�1 zu, die Wellenl�ange betr�agt f�ur lineare Elemente zweiGitterabst�ande. Die fehlende L2-Stabilit�at beinhaltet, da� das Problem auch in der Energienorminstabil ist, wie in Abbildung 2.4 unten zu sehen ist; die Amplitude der Instabilit�at in der Energieist ebenfalls von der Ordnung h�1. In der Auslenkung u sind keine Instabilit�aten erkennbar.Die Instabilit�aten verschwinden, wenn man f�ur vh auf �D die Beziehung vh = @tgD fordert,wobei die Zeitableitung mit dem gleichen Verfahren wie bei der ganzen Gleichung diskretisiert sei.Entsprechend mu� (2.17) um  h = 0 auf �D erweitert werden.Um aus der Formulierung (2.15) und den R�aumen (2.16) und (2.17) ein Zeitschrittverfahrenzu erhalten, w�ahle man th so, da� es au�erhalb von In verschwinde und innerhalb konstant sei.Da wh stetig und linear in der Zeit sein sollte, gilt mit (2.15) f�ur alle th = ('h;  h) 2 (Qr(Tn))2��wnh � �wn�1h ; th�
 + kn2 �� 0 ��ar 0 ��wnh +wn�1h � ;�1 00 r� th�
 � (gN ;  h)�N�I = 0:(2.18)
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Abbildung 2.3: Vergleich der Geschwindigkeiten v ohne (links) und mit (rechts) Behandlung derRandwerte f�ur v.
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Abbildung 2.4: Vergleich der Energieverl�aufe ohne (links) und mit (rechts) Behandlung der Rand-werte f�ur die Geschwindigkeit v.Das ist wieder die Ortsdiskretisierung mit �niten Elementen der mit dem Crank-Nicolson-Verfahren semidiskretisierten Gleichungen (2.4).Da Th � W , gilt (2.14) auch f�ur alle th 2 Th und wir erhalten durch Subtraktion von (2.14)und (2.15) die Galerkin-Orthogonalit�at f�ur den Fehler e = w�wh(�et; th)� +�� 0 ��ar 0 �e;�1 00 r� th�� = 0; 8th 2 Th; (2.19)die wir f�ur die Fehlersch�atzung ben�otigen werden.2.3.1 H�angende Knoten im OrtDer in dieser Arbeit verfolgte Ansatz zur Adaptivit�at verwendet Gitter, bei denen Zellen regul�arverfeinert werden, ohne da� die entstehenden Knoten auf den Kanten auf der n�achsten Zelledurch sogenannte "Abfangzellen\ zu regul�aren Knoten gemacht werden. Der Grund daf�ur ist, da�die Konstruktion von Abfangzellen auf Vierecksgittern verh�altnism�a�ig kompliziert ist und da�die mit dem verwendeten Verfahren entstehenden Gitter gut f�ur Mehrgitteralgorithmen geeignet(vgl. [4, 22]); im Rahmen dieser Arbeit wurde davon allerdings kein Gebrauch gemacht.Stattdessen belassen wir die h�angenden Knoten im Gitter (vgl. Abbildung 2.5) und assoziierenmit ihnen spezielle Basisfunktionen. Dazu gibt es im wesentlichen drei M�oglichkeiten:� Nichtkonformer Ansatz: man de�niert die Basisfunktionen wie �ublich zellweise und nimmtdie eventuelle Unstetigkeit an der Grenz
�ache zwischen Zelle 1 und den Zellen 2 und 3in Kauf. Gegegebenenfalls kann man einen Strafterm f�ur die Unstetigkeit in die schwacheFormulierung einf�ugen. Dieser Ansatz f�uhrt in den meisten F�allen zu einem nichtkonformenAnsatzraum.
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Abbildung 2.5: Einfaches Gitter mit h�angendem Knoten.� Assoziation einer Basisfunktion auf den Zellen 1 bis 3 zum Knoten 3. Dadurch ist ein steti-ger Ansatzraum gew�ahrleistet; auf den Zellen 2 und 3 sind die Basisfunktionen wie �ublich,auf der Zelle 1 ist eine spezielle Basisfunktion zu w�ahlen und die Basisfunktionen zu denKnoten 1 und 2 sind entsprechend zu modi�zieren. Dieser Ansatz hat die Nachteile, da�die Basisfunktionen des feinen Gebiets bis in das grobe Gebiet hineinreichen, was die Im-plementation eines Mehrgitterverfahrens erschwert, und da� die Basisfunktionen auf einerZelle unter Umst�anden von den Nachbarn abh�angen, was einen erh�ohten algorithmischenAufwand bedeutet.� Elimination der Basisfunktion zum Knoten drei. Dieser Weg hat den Vorteil, da� die Ba-sisfunktionen weiterhin zellweise de�niert werden k�onnen, wie auf regul�aren Gittern �ublichund da� daher praktisch kein zus�atzlicher algorithmischer Aufwand bei der Verwaltung desAnsatz- und Testraums n�otig ist. Die Basisfunktion kann nach Aufbau der Matrizen undVektoren eliminiert werden.In der vorliegenden Arbeit wurde der dritte Weg gew�ahlt; die Details der Implementation und derElimination der Basisfunktionen zu h�angenden Knoten sind in Abschnitt 4.4 zu �nden.2.3.2 H�angende Knoten in der ZeitUm die globale Stetigkeit des Ansatzraumes zu gew�ahrleisten, ist es n�otig, h�angende Knoten inder Zeit geeignet zu interpretieren. Unter einem h�angenden Knoten in der Zeit sei dabei ein Kno-ten des �ortlichen Gitters verstanden, der im vorhergehenden oder nachfolgenden Zeitschritt nichtvorhanden ist. Im wesentlichen stehen wieder die gleichen M�oglichkeite wie oben o�en, allerdingsmit folgenden Unterschieden:� Nichtkonformer Ansatz: in diesem Fall ist der Ansatzraum in der Zeit unstetig und manmu� das Zeitschrittverfahren um Sprungterme erg�anzen; das ist f�ur die unstetigen Galer-kin-Verfahren (DG(r)) zur Zeitdiskretisierung �ublich, im Rahmen des Crank-Nicolson-Verfahrens aber nicht n�otig.� Assoziation einer Basisfunktion zu diesem Knoten. Dies ist der Weg, der hier beschrittenwerden soll. Er l�auft darauf hinaus, da� die Basisfunktionen im Innern der Zeitintervalle alsstetiger �Ubergang zwischen den Basisfunktionen der diskreten Zeitpunkte betrachtet werdenm�ussen; Basisfunktionen, die auf einem der beiden Endpunkte des Intervalls keinen Knotenhaben, werden auf dieser Seite als konstant Null angenommen, leben aber im Inneren und aufder anderen Seite. Das Zeitschrittverfahren beh�alt seine Form bei und mu� nicht modi�ziertwerden.� Elimination der Basisfunktion. Dieser Weg ist ebenso m�oglich wie der obige, verlangt jedocheine explizite Behandlung der Basisfunktionen zu h�angenden Knoten in der Zeit und bedeu-tet damit zus�atzlichen algorithmischen Aufwand. Insbesondere ist schwierig, da� auf dieseArt Kopplungen zwischen mehr als nur zwei aufeinanderfolgenden Zeitschritten eingef�uhrtwerden; man mu� dabei neben dem letzten auch auf den vorletzten Zeitschritt zugreifen, wasden Vorteil der Umschreibung zu einem System erster Ordnung in der Zeit zunichte machen



2.4. FEHLERKONTROLLE 15w�urde. Der gr�o�ere Nachteil ist jedoch, da� dieser Knoten ja extra eingef�ugt wurde, umeine h�ohere Au
�osung zu erzielen, jetzt aber erst ab dem n�achsten Zeitschritt zur Verf�ugungsteht; w�ahrend das bei der Verfeinerung im Ort wegen der relativ gro�en Verfeinerungsge-biete hinnehmbar ist, ist es hier st�orender und wegen der Vorteile des zweiten Weges nichtempfehlenswert.2.3.3 Entkopplung der GleichungenGleichung (2.18) enth�alt zwei miteinander gekoppelte, endlichdimensionale Gleichungssysteme f�urunh und vnh , die man erh�alt, wenn man mit th = ('h; 0) und th = (0;  h) testet:��unh � �un�1h ; 'h�
 � kn2 ��vnh + �vn�1h ; 'h�
 = 0;��vnh � �vn�1h ;  h�
 + kn2 �ar(unh + un�1h );r h�
 � (gN ;  h)�N�I = 0:Da nach (2.17) der Raum der  h die 'h enth�alt, kann man die zweite Gleichung, f�ur  h = 'hbetrachtet, nach (�vnh ; 'h)
 au
�osen und das Resultat in die erste Gleichung einsetzen. Man erh�altdann zwei entkoppelte, nacheinander l�osbare Gleichungen:(�unh; ')
 + k24 (arunh;r') = ��un�1h ; '�
 + kn ��vn�1h ; '�
� k24 �arun�1h ;r'�+ k2 (gN ; ')�N�In ;(�vnh ;  h)
 = ��vn�1h ;  h�
 � kn2 �ar(unh + un�1h );r h�
 + (gN ;  h)�N�I :Diese Umordnung ist analog zur Bildung des Schur-Komplements eines Block-Gleichungssystems.Die erste Gleichung ist eine Helmholtz-Gleichung mit "gutartigem\ Vorzeichen; sie verursachtden meisten numerischen Aufwand beim L�osen. Die zweite Gleichung ist nur noch eine L2-Projektion, die mit geringem Aufwand zu l�osen ist.Verwendet man die urspr�ungliche De�nition der Ansatz- und Testr�aume, so ist klar, da� esnicht m�oglich ist, die erste in die zweite Gleichung einzusetzen, da der Raum der 'h kleiner als derder  h ist. Fordert man die zus�atzlichen Randbedingungen, so sind die beiden R�aume gleich unddie umgekehrte Einsetzung ist m�oglich; sie bringt aber au�er einer eingesparten Matrix-Vektor-Multiplikation pro Zeitschritt keinen Vorteil.Die beschriebene Entkopplung der beiden Gleichungen ist f�ur das allgemeine �-Verfahren undf�ur das Fractional-Step-�-Verfahren ganz analog m�oglich.2.4 FehlerkontrolleIn diesem Abschnitt soll ein a posteriori Fehlersch�atzer f�ur den Fehler zwischen der exakten undder numerischen L�osung bez�uglich eines beliebigen Funktionals hergeleitet werden. Dieser Sch�atzersoll ausschlie�lich die numerische L�osung verwenden, so da� er den Fehler wirklich sch�atzen kannund nicht wie die klassischen Fehlerindikatoren aufgrund der Abh�angigkeit von der unbekanntenexakten L�osung den Fehler nur anzeigen kann.Aufgrund der Ergebnisse aus 2.1 kommen unter den betrachteten Zeitschrittverfahren nur dasCrank-Nicolson- und das Fractional-Step-�-Verfahren in Frage. Da die Herleitung des Feh-lersch�atzers darauf beruht, da� sich die Diskretisierung der Gleichung als Galerkin-Verfahrenschreiben l�a�t, kann auf diesem Weg nur ein Sch�atzer f�ur das Crank-Nicolson-Verfahren gefun-den werden.2.4.1 Vorbemerkungen und NotationenIn der Praxis interessiert an einer gefundenen oder berechneten L�osung oft nicht die L�osung selbst,sondern eine daraus berechnete Gr�o�e. Im Kontext der Wellengleichung k�onnten das beispielsweise



16 KAPITEL 2. NUMERIK DER WELLENGLEICHUNGdie Energie zu einem Zeitpunkt TE(u) = 12 [(�ut(�; T ); ut(�; T ))
 + a (u(�; T ); u(�; T ))
] ;der integrierte Energie
u� durch eine Kurve C�(u) = Z T0 ZC ut(aru) � n ds dt;oder eine beliebige andere Gr�o�e sein. Die numerisch zu kontrollierende Quantit�at ist dann derFehler in dieser Gr�o�e; es ist also beispielsweise zu garantieren, da� jE(u)�E(uh)j < Tol, das hei�tda� die aus der numerischen L�osung uh berechnete Energie E(uh) um nicht mehr als Tol von derechten Energie E(u) abweicht. Da wir die exakte L�osung u und damit E(u) im allgemeinen abernicht kennen, erscheint die Forderung nicht veri�zierbar. Das im folgenden vorgestellte Verfahrenwird aber zeigen, da� es trotzdem selbst dann m�oglich ist, eine Sch�atzung des Fehlers zu erhalten,wenn nur uh bekannt ist.Der Mechanismus zur Aufstellung des Fehlersch�atzers verlangt, da� die zu kontrollierendeFehlergr�o�e ein lineares Funktional J(�) der L�osung w = (u; v) ist. Sei J (�) die interessierendeGr�o�e (also z. B. J = E oder J = �), so w�are J(e) = J (w) � J (wh). Im Zusammenhangder Wellengleichung sind allerdings die meisten Gr�o�en quadratisch in der L�osung, weshalb eineLinearisierung um die L�osung vorgenommen wird. Das Fehlerfunktional ~J(�) mu� dazu so gew�ahltwerden, da� ~J(e) � J (w) � J (wh). F�ur die beiden obigen Beispiele sind die Funktionale mitt = (';  ) und w = (u; v) beispielsweise durch~JEw (t) = f(�v;  )
 + (aru;r')
gt=T ;~J�w(t) = Z T0 ZC (v(ar') � n+  (aru) � n) ds dt;gegeben, da~JEw (e) = E(w) �E(wh) + 12n(ar(u� uh);r(u� uh))
 + (�(v � vh); v � vh)
ot=T ;~J�w(e) = �(w) ��(wh) + Z T0 ZC(v � vh)(ar(u� uh)) � n ds dt:In der Praxis hat die Linearisierung statt um w nat�urlich um wh zu geschehen, was aber nichts ander Tatsache �andert, da� f�ur e ! 0 auch ~J(e) ! J(w) � J(wh). Eine genauere Betrachtung derLinearisierung ist in Abschnitt 2.4.6 zu �nden. Die vom Algorithmus zu garantierende Gr�o�e istmit diesem Ansatz ~J � Tol, in der Ho�nung, da� dann auch f�ur den Fehler in der urspr�unglichenGr�o�e J (w)�J (wh) � Tol gilt.2.4.2 Exakte FehlerdarstellungSei �w = (�u; �v) die L�osung des dualen Problems(�tt; �w)
�I + b(t; �w) = J(t) 8t 2 W; (2.20)wobei J(�) wieder das Zielfunktional sei (bzw. ~J , falls die Auswertungsgr�o�e nichtlinear ist). DaJ linear in t und aus physikalischen Gr�unden ein beschr�anktes Funktional sein sollte, erh�alt manetwas Einblick in die Struktur der dualen L�osung, wenn man beachtet, da� sich J nach demRieszschen Darstellungssatz durch J(t) = (j; t)
�I = (j1; t1)
�I + (j2; t2)
�I mit einem j(x; t)aus dem zum L�osungsraum dualen Raum darstellen l�a�t. Durch partielle Integration und einigeUmformungen �ndet man, da� �w die Gleichungen���ut �r � ar�v = j1;���vt � ��u = j2;



2.4. FEHLERKONTROLLE 17oder nach ineinandereinsetzen ��vtt �r � ar�v = j1 � j2;t (2.21)erf�ullt.6 Diese Wellengleichung ist in der Zeit r�uckw�arts zu l�osen; ihre L�osung beschreibt, mitwelchen Gewichten ein Raum-Zeit-Punkt zum Ergebnis J(w) beitr�agt. End- und Randwerte f�ur�w sind durch die unter Umst�anden singul�aren Gewichte j gegeben; man beachte auch die Vertau-schung der Rollen von �u und �v.Aufgrund des dualen Problems gilt f�ur den Fehler in der Zielgr�o�eJ(e) = (�et; �w)
�I + b(e; �w):Mit der Galerkin-Orthogonalit�at (2.19) l�a�t sich ein beliebiges �wh = (�uh; �vh) 2 Th einschieben:7J(e) = (�et; �w � �wh)
�I + b(e; �w� �wh)= (�wt; �w � �wh)
�I + b(w; �w � �wh)| {z }=0; wegen (2.14) � (�wh;t; �w � �wh)
�I � b(wh; �w � �wh)= NXn=1 XK2Tn ~EK;n~EK;n = n� (�wh;t; �w� �wh)K�In + (�vh; �u� �uh)K�In� (aruh;r(�v � �vh))K�In + (gN ; �v � �vh)(�N\@K)�Ino:Um diese Fehleridentit�at auch als Indikator zur Gitterverfeinerung verwenden zu k�onnen, mu� derFehler besser lokalisiert werden; dies geschieht durch partielle Integration des dritten Terms, soda� wir mit der De�nition eines Sprungterms[n � aruh] =8<: n � a(ruhjK �ruhjJ) f�ur 
 � @K; 
 6� @
;2n � aruhjK f�ur 
 � @K; 
 � �D;2(n � aruhjK � gN ) f�ur 
 � @K; 
 � �N ;wobei J das zu K benachbarte Element mit gemeinsamer Seite 
 sei, schreiben k�onnen:J(e) = NXn=1 XK2TnEK;nEK;n = � (�wh;t; �w� �wh)K�In + (�vh; �u� �uh)K�In+ (r � aruh; �v � �vh)K�In � 12 ([n � aruh]; �v � �vh)@K�In : (2.22)Beachtet man, da� sowohl �v als auch �vh auf �D Nullrandwerte haben, dann kann man die zweiteZeile der De�nition des Sprungterms auch Null setzen.Der Grund f�ur die partielle Integration liegt darin, da� wir jEK;nj als Indikator f�ur die Verfei-nerung der Zellen verwenden wollen.8 W�ahrend die Darstellungen in den geschweiften Klammernoben und (2.22) nat�urlich summiert den selben Wert ergeben, sind die Beitr�age der einzelnen Zel-len unterschiedlich und insbesondere von verschiedener Konvergenzordnung, was man sieht, wenn6Die Gleichung ist im schwachen Sinn zu verstehen, da die j im allgemeinen keine starke L�osung zulassen. Diedi�erentielle Form wurde nur zur Illustration der Art des Problems gew�ahlt.7Man beachte, da� �wh bisher in keiner Beziehung zu �w, der exakten dualen L�osung, stehen mu�. Insbesonderesei nicht impliziert, da� �wh durch die numerische L�osung eines Problems entstanden sein mu�.8Man braucht die Betragsstriche, da man ansonsten nicht wei� wie man mit Zellen verfahren soll, bei denen dieFehlerbeitr�age unterschiedliche Vorzeichen haben.



18 KAPITEL 2. NUMERIK DER WELLENGLEICHUNGman den obigen Indikator ~EK;n beispielweise f�ur eine im Innern von 
 gelegene Zelle K partiellintegriert: ~EK;n = EK;n � 12 (n � a(ruhjK +ruhjJ); �v � �vh)@K�In ;wobei J wieder die jeweils zu K benachbarte Zelle sei. Im Grenzfall h ! 0 geht der Sprungtermin EK;n gegen Null, wogegen der erste Faktor im letzten Term der letzten Gleichung gegen etwasKonstantes geht.Die Darstellung (2.22) ist noch nicht sehr hilfreich, da die exakte duale L�osung �w unbekanntist. Um (2.22) doch noch auswerten zu k�onnen, gibt es jedoch verschiedene M�oglichkeiten (f�urstatische Probleme vergleiche [6]), die im folgenden diskutiert werden sollen.
2.4.3 Auswertung mit h�oherem AnsatzgradErsetzt man die exakte duale L�osung �w durch eine Approximation, die man aus der numerischenL�osung des dualen Problems erh�alt, so l�a�t sich die Fehleridentit�at n�aherungsweise auswerten. Esreicht dabei nicht aus, die duale L�osung mit dem gleichen Verfahren wie das primale Problemzu berechnen, da sich dann der Fehler durch Wahl von �wh = �w(r)h zu Null auswerten lie�e (vor-ausgesetzt, �w(r)h liegt in Th), was nat�urlich keinen sinnvollen Fehlersch�atzer erg�abe. Approximiertman aber �w durch eine numerische L�osung �w(r+1)h , die mit einem um eins h�oheren Polynomgradauf jeder Zelle, aber gleicher Ordnung in der Zeit und auf dem gleichen Orts-Zeit-Gitter erhaltenwurde, so l�a�t sich die Fehleridentit�at (2.22) n�aherungsweise auswerten. F�ur �wh setzen wir�whjIn = 12I(r)h ��w(r+1)h (tn�1) + �w(r+1)h (tn)� ;d. h. die Interpolation auf den Ansatzraum des primalen Problems. Man beachte, da� �wh aufjedem Intervall In in der Zeit konstant sein mu�, da �wh 2 Th. Die Wahl der Interpolation anstattder Projektion auf den niedrigeren Polynomraum ist nicht optimal; das gilt vor allem f�ur r = 1,da in diesem Fall ��w(r+1)h � �wh� (�; t) f�ur festes t auf jeder Zelle entweder eine positive odernegative Funktion ist und wir somit Weghebungse�ekte durch wechselnde Vorzeichen auf einerZelle (wie wir sie beispielsweise durch eine Projektion erhalten k�onnten) nicht nutzen k�onnen. DerGrund f�ur die Wahl der Interpolation liegt darin, da� �wh stetig im Ort sein mu� und da� wir dasdurch lokale Interpolation auf jeder Zelle erreichen k�onnen, nicht jedoch durch eine Projektion. Eswurde kein Versuch unternommen, durch globale oder patchweise Projektion die Verwendung desFehlersch�atzers zur Gittersteuerung noch zu optimieren.Zur Auswertung des Fehlersch�atzers beachten wir, da� wh;t und �wh auf jedem Intervall kon-stant in der Zeit sind. �w(r+1)h wird als auf jedem Zeitintervall als linear in der Zeit angenommen(das entspricht der Auswertung des Zeitintegrals mit der Trapezregel); diese Annahme ist sogarexakt, falls die �w(r+1)h durch Zeitdiskretisierung mit dem Crank-Nicolson-Verfahren erhaltenwurde. Die gleiche Annahme gelte f�ur gN . Man erh�alt dann f�ur die einzelnen Terme von (2.22)die folgenden Ausdr�ucke (die Superskripte (r + 1) an �w(r+1)h seien im folgenden weggelassen, umPlatz f�ur die den Zeitschritt bezeichnenden Superskripte zu haben; alle �wh auf der rechten Seite



2.4. FEHLERKONTROLLE 19sind in Wirklichkeit �w(r+1)h ):� (�wh;t; �w � �wh)K�In = � ZIn ��wnh �wn�1hk ; �w(r+1)h (t)� �wh�K dt� ���(wnh �wn�1h ); 12(1� I(r)h )(�wnh + �wn�1h )�K ;(�vh; �u� �uh)K�In � k(14 ��(vnh + vn�1h ); (1� I(r)h )(�unh + �un�1h )�K+ 112 ��(vnh � vn�1h ); �unh � �un�1h �K);(r � aruh; �v � �vh)K�In � k(14 �r � ar(unh + un�1h ); (1� I(r)h )(�vnh + �vn�1h )�K+ 112 �r � ar(unh � un�1h ); �vnh � �vn�1h �K)= k(14 �a�(unh + un�1h ); (1� I(r)h )(�vnh + �vn�1h )�K+ 112 �a�(unh � un�1h ); �vnh � �vn�1h �K)+ k(14 �(ra) � r(unh + un�1h ); (1� I(r)h )(�vnh + �vn�1h )�K+ 112 �(ra) � r(unh � un�1h ); �vnh � �vn�1h �K);�12 ([n � aruh]; �v � �vh)@K�In � �k2(14 �[n � ar(unh + un�1h )]; (1� I(r)h )(�vnh + �vn�1h )�@K+ 112 �[n � ar(unh � un�1h )]; �vnh � �vn�1h �@K):Die einzelnen Terme werden mit einer Quadraturformel der Ordnung r+2 ausgewertet. Der dritteTerm ist f�ur allgemeine Gitter etwas kompliziert, da bei der Transformation der zweiten Ableitungauf die Einheitszelle Ableitungen der Jacobi-Matrix und des Koe�zienten auftreten; diese lassensich aber a priori als Funktion der Eckpunkte der Zellen angeben, so da� die Auswertung ohnenumerische Di�erentation m�oglich ist.Die Auswertung der einzelnen Terme ist auch dann m�oglich, wenn die Zelle K zwischen tn�1und tn vergr�obert oder verfeinert wurde; das Verfahren ist analog dem in Abschnitt 4.2 beschriebe-nen, jedoch komplizierter. Insbesondere ist die Auswertung bei Vergr�oberung programmtechnischausgesprochen aufwendig, was an der Anwendung der Interpolation I(r)h �wn�1 liegt; da die Inter-polation auf den Testraum Qr(Tn) durchgef�uhrt werden mu�, kann sie bei Vergr�oberung nicht aufden kleinen Zellen des alten Gitters geschehen, auf denen �wn�1 de�niert ist, sondern nur auf derentsprechenden, gr�oberen Zelle des neuen Gitters und ist somit nichtlokal, was die Programmierungerheblich kompliziert. Zu beachten ist auch, da� im Falle der Vergr�oberung die Gradienten im In-nern einer Raum-Zeit-Zelle K�In, K 2 Tn, unstetig sein k�onnen, so da� zus�atzliche Sprungtermeauftreten.Die Verfeinerung von Zellen ist dagegen einfach zu behandeln, da die Auswertung der Interpo-lation aufgrund der Einbettung der R�aume auf den jeweils kleinsten Zellen durchgef�uhrt werdenkann.



20 KAPITEL 2. NUMERIK DER WELLENGLEICHUNGAufgrund der geschilderten Probleme mit dem Term I(r)h �wn�1 erscheint es naheliegend, stattder obigen Wahl von wh die folgende Interpolation zu nehmen:�whjIn = I(r)h �w(r+1)h (tn):Dadurch lassen sich die geschilderten Probleme umgehen, allerdings um den Preis, da� der Feh-lersch�atzer lokal nicht die maximale Ordnung zeigt (es fehlt eine k-Potenz), so da� die erzeugtenGitter unter Umst�anden nicht optimal sind.2.4.4 Absch�atzung mit dem Bramble-Hilbert-LemmaEinfache Absch�atzungSchreibt man (2.22) etwas um, so erh�alt manEK;n = ���uh;t � �vh| {z }r1 ; �u� �uh�K�In � ��vh;t �r � aruh| {z }r2 ; �v � �vh�K�In� 12 ([n � aruh]; �v � �vh)@K�In (2.23)Die ersten beiden Terme sind Residuenterme, der letzte mi�t die Glattheit der numerischen L�osung.Dies sch�atzt man nun mittels der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung ab:jJ(e)j � NXn=1 XK2Tn jEK;nj;jEK;nj � kr1kK�In k�u� �uhkK�In + kr2kK�In k�v � �vhkK�In+ 12 k[n � ar�u]k@K�In k�v � �vhk@K�In :Wir wollen den Fehler so scharf wie m�oglich absch�atzen und versuchen daher, ein �wh 2 Th nahe ander exakten dualen L�osung �w zu w�ahlen, also zum Beispiel die Interpolation �whjIn = I(r)h �w(tn�1)oder die Projektion �wh = �Th �w.Im Falle der Interpolation lassen sich die Terme mit �w � �wh mit dem Bramble-Hilbert-Lemma und einer Erweiterung f�ur Polynome mit unterschiedlichem Grad in Orts- und Zeitrichtung(siehe zum Beispiel [7] und [19]) wie folgt absch�atzen:9k�u� �uhkK�In � C �kn k�utkK�In + kr+1n 

@r+1t �u

K�In + hr+1K 

rr+1�u

K�In� ;k�v � �vhkK�In � C �kn k�vtkK�In + kr+1n 

@r+1t �v

K�In + hr+1K 

rr+1�v

K�In� ;k�v � �vhk@K�In � Ch� 12K �k�v � �vhkK�In + hK kr(�v � �vh)kK�In�� Ch� 12K �kn k�vtkK�In + knhK kr�vtkK�In� :Hinreichende Glattheit von �w, z. B. �w 2 Hr+1(
� [0; T ]) wurde hier vorausgesetzt; in der Praxisist allerdings oft weniger gegeben, insbesondere bei lokalisierten Fehlerfunktionalen (Kantenin-tegrale, Punktauswertungen). Die Absch�atzungen bleiben im wesentlichen g�ultig, wenn man dienicht mehr existierenden Ableitungen durch niedrigere Ableitungen ersetzt und den Exponentender h- und k-Potenzen entsprechend erniedrigt. Da in der numerischen Praxis die exakte dualeL�osung �w ohnehin durch eine auf numerischem Weg erhaltene, sowie Ableitungen durch Di�eren-zenquotienten ersetzt werden, verlieren die obigen Absch�atzungen ihren Wert nicht und es sei andieser Stelle auf die Un�ubersichtlichkeit der Verallgemeinerung auf fehlende Regularit�at verzichtet.9Man verwende f�ur die ersten beiden Ungleichungen [19, Satz 2.3.7] mit � = (0; r; r). � bezeichnet die Polynom-grade des diskreten Testraums Th in der Zeit- und den beiden Ortsrichtungen. Mit der �ublichen shape regularity-Bedingung an das Gitter kann man die Ableitungen in x- und y-Richtung zusammenfassen und erh�alt nur nochTerme mit hK statt hx und hy. F�ur den dritten Term verwende man den Spursatz.



2.4. FEHLERKONTROLLE 21Unter der Annahme, da� die Absch�atzungen in der obigen Form g�ultig sind, l�a�t sich einFehlersch�atzer � gem�a�� = C NXn=1 XK2Tn�K;n�K;n = hdKkn ��1;kK;n!1;kK;n + �1;hK;n!1;hK;n + �2;kK;n!2;kK;n + �2;hK;n!2;hK;n + �3K;n!3K;n� ; (2.24)mit den Residuen und Gewichten�1;kK;n = h�d=2K k1=2n kr1kK�In ;!1;kK;n = h�d=2K k�1=2n �k�utkK�In + krn 

@r+1t �u

K�In� ;�1;hK;n = hr+1K k�1n �1;kK;n = hr+1�d=2K k�1=2n kr1kK�In ;!1;hK;n = h�d=2K k�1=2n 

rr+1�u

K�In ;�2;kK;n = h�d=2K k1=2n kr2kK�In ;!2;kK;n = h�d=2K k�1=2n �k�vtkK�In + krn 

@r+1t �v

K�In� ;�2;hK;n = hr+1K k�1n �2;kK;n = hr+1�d=2K k�1=2n kr2kK�In ;!2;hK;n = h�d=2K k�1=2n 

rr+1�v

K�In ;�3K;n = 12h�d=2K k1=2n k[n � ar�u]k@K�In ;!3K;n = h�d=2K k�1=2n �k�vtkK�In + hK kr�vtkK�In� ;de�nieren; d bezeichne die Raumdimension. Es ist aus der Herleitung o�ensichtlich, da� jJ(e)j � �,d. h. da� wir � nutzen k�onnen um die Gr�o�e des Fehlers nach oben hin zu garantieren. Die Vorfaktender Gewichte !iK;n wurden so gew�ahlt, da� sie f�ur hK ; kn ! 0 gegen kontinuierliche Funktionengehen; der gemeinsame Faktor hdKkn wurde aus den Gewichten und Residuen gezogen, damit dieSumme im erw�ahnten Grenzfall gegen ein Integral geht.Durch Aufsummation erh�alt man eine globale Ordnung von O(k+hr+1). Das ist o�ensichtlichsuboptimal, da die Konvergenzordnung des Crank-Nicolson-Verfahrens O(k2) ist; das Problemliegt hier darin, da� wir die Bramble-Hilbert-Absch�atzung auf Elemente der Testr�aume T undTh angewendet haben, w�ahrend die quadratische k-Ordnung im Raum Wh liegt. Ein Ansatz, dieOrdnung des Fehlersch�atzers der des Problems anzupassen, wird im n�achsten Abschnitt skizziert.F�ur Elemente mit ungeradem Ansatzgrad ist bekannt, da� die Terme mit dem Zellresiduum,d. h. �1 und �2 gegen�uber dem Kantenterm �3 von h�oherer Ordnung sind und daher im Limesvernachl�assigt werden k�onnen [30]. Verwendet man noch eine a priori Stabilit�atsabsch�atzung derdualen L�osung der Form !3 � CS(k; u), was bei der Absch�atzung des Energiefehlers im allgemeinenm�oglich ist, so erh�alt man einen Sch�atzer der Form (2.9), was seine ad-hoc Verwendung plausibelmacht.Getrennte Absch�atzung f�ur Zeit- und OrtsgitterweiteMan kann das eben beschriebene Problem der falschen Konvergenzordnung umgehen, wenn manstatt der Interpolation �wh = I(r)h �w eine Interpolation mit Projektionscharakter w�ahlt. DieserAnsatz sei hier nur kurz skizziert, Details sind in [6] f�ur statische und in [19] f�ur die Anwendungauf das Crank-Nicolson-Verfahren zu �nden.



22 KAPITEL 2. NUMERIK DER WELLENGLEICHUNGDurch diese Wahl von �wh l�a�t sich daneben auch eine Trennung der h- und k-Potenzen inden Beitr�agen zu �K;n erreichen, vergleiche [7, 19], womit es m�oglich ist, die Fehler, die durch dieOrts- bzw. Zeitdiskretisierung entstanden, zu trennen. Dadurch ist es m�oglich, lokale Verfeinerungin Ort und Zeit unabh�angig voneinander adaptiv durchzuf�uhren, je nachdem, welcher Teil desFehlersch�atzers den gr�o�eren Beitrag liefert.Zur Herleitung eines entsprechenden Fehlersch�atzers verwenden wir die Interpolation mit Pro-jektionseigenschaften ~IT aus [19], die folgende Eigenschaften hat:10� Es gelte ~IT = ~I(1)h P 0In , wobei P 0In die Projektion in der Zeit auf st�uckweise konstante Funk-tionen und ~I(1)h die im folgenden beschriebene Interpolation im Ort ist.� Zur De�nition der Interpolation im Ort unterteilen wir das Gebiet 
 so in Makrozellen~K, da� jede Makrozelle genau einmal verfeinert werden mu�, um zum feinsten Gitter zukommen. Jeder Zelle K l�a�t sich so eindeutig eine Makrozelle ~K zuordnen, die sozusagenihre Mutterzelle ist.� Der Einfachheit halber beschr�anken wir uns in der folgenden Beschreibung auf zwei Raum-dimensionen. Jede Makrozelle besteht dort aus vier Kindzellen und umfa�t somit 9 Knoten.Die Interpolation ist nun so de�niert, da� sie in den vier Eckpunkten den Punktwert der zuinterpolierenden Funktion auswertet, den vier Seitenmitten der Makrozelle den Mittelwertder beiden umliegenden Eckpunkte zuordnet und dem Knoten in der Mitte einen solchenWert zuweist, da� die Di�erenz zwischen einer beliebigen Funktion und ihrer Interpolieren-den den Mittelwert Null hat:�u� ~I(1)h u; '� ~K = 0 8' 2 P0( ~K): (2.25)Diese letzte Eigenschaft verleiht der Interpolation einen Projektionscharakter, da der Fehlersenkrecht auf dem Raum der Funktionen steht, die auf jeder Makrozelle konstante Wertehaben.Im Inneren jeder der vier Zellen der Makrozelle ist die Funktion die bilineare Funktion mitden oben de�nierten Werten in den Knoten.� Die Erweiterung auf beliebige Raumdimensionen ist o�ensichtlich; aufgrund der Konstrukti-on �uber Makrozellen pa�t sich die Interpolation nat�urlich in das Umfeld adaptiv verfeinerterGitter ein.F�ur weitere Details siehe [19, Abschnitte 2.4.1 bis 2.4.3]. Die Wahl dieser relativ komplizierten In-terpolation ist nur f�ur die Absch�atung relevant, sie mu� nicht tats�achlich ausgewertet werden. DieseInterpolation wurde so gew�ahlt, da� sie die Vorteile der Interpolation (lokale Fehlerabsch�atzungen)und der Projektion (der Fehler steht senkrecht auf bestimmten R�aumen) in sich vereint.Mit der so de�nierten Interpolation ~IT l�a�t sich nun wieder ein Fehlersch�atzer herleiten, wieam ersten Zellresiduenterm in (2.23) demonstriert sei. Dazu spalten wir zuerst in einen Orts- undeinen Zeitanteil auf:�r1; �u� ~IT �u�K�In = �r1; �u� P 0In �u�K�In + �r1; P 0In �u� ~IT �u�K�In :Die beiden Terme werden nun nacheinander behandelt. Im ersten Term beachten wir da� derFehler der Projektion P 0In senkrecht auf dem Raum P0(In) steht und die Stabilit�at der Projektion10In [19] ist die Interpolation f�ur beliebige Polynomgrade des Testraums beschrieben. Da wir hier aber nur aneinem Fehlersch�atzer f�ur das Crank-Nicolson-Verfahren interessiert sind, gilt das folgende nur f�ur den Spezialfallin der Zeit st�uckweise konstanter Testfunktionen. Da in der zitierten Arbeit nur bilineare Elemente untersuchtwerden, seien diese auch im folgenden verwendet; die Erweiterung auf h�ohere Ansatzgrade ist o�ensichtlich, abertechnisch, und sei hier deshalb unterlassen.
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P 0In �u

In � C k�ukIn :�r1; �u� P 0In �u�K�In = �r1; �u� P 0In �u�K�In= �r1 � P 0Inr1; �u� P 0In �u�K�In����r1; �u� P 0In �u�K�In��� � ZK 

r1 � P 0Inr1

In 

�u� P 0In �u

In dx� C ZK min�kr1kIn ; kn k@tr1kIn	 kn k@t�ukIn dx� Cknmin �kr1kK�In ; kn k@tr1kK�In	 k@t�ukK�In :F�ur den zeiten Summanden oben gilt einerseits�����r1; P 0In �u� ~IT �u�K�In���� � ZIn kr1kK 


(1� ~I(1)h )P 0In �u


K dt;andererseits aber aufgrund der Projektionseigenschaft (2.25):XK2 ~K �r1; P 0In �u� ~IT �u�K�In = �r1; P 0In �u� ~IT �u� ~K�In= �r1; (1� ~I(1)h )P 0In �u� ~K�In= �r1 � ~r1; (1� ~I(1)h )P 0In �u� ~K�In= ZIn �r1 � ~r1; (1� ~I(1)h )P 0In �u� ~K dt;wobei ~r1 ein beliebiges Element aus P0( ~K � In) sei. Wir wollen ~r1 als Interpolation von r1 aufdiesen Raum au�assen; da dieser jedoch nicht auf K, sondern auf ~K de�niert ist, kann man ~r1nicht lokal aus r1 berechen und es kann auf K keine Absch�atzungen der Norm von r1 � ~r1 geben;das Integrationsgebiet mu�te daher auf den ganzen Patch erweitert werden.Nimmt man nun eine n�aherungsweise Gleichverteilung der Fehler auf den einzelnen Zellen einesPatches an, d. h. �r1; P 0In �u� ~IT �u�K�In � 2�d XK2 ~K �r1; P 0In �u� ~IT �u�K�In ;so gilt �����r1; P 0In �u� ~IT �u�K�In���� � ZIn min�kr1kK ; 2�d kr1 � ~r1k ~K	


(1� ~I(1)h )P 0In �u


K dt;und wir erhalten mit dem Bramble-Hilbert-Lemmakr1 � ~r1k ~K � Ch ~K krr1k ~K ;


(1� ~I(1)h )P 0In �u


K � Ch2~K 

r2�u

 ~K :Damit gilt insgesamt�����r1; �u� ~IT �u�K�In���� � C1kn �min�kr1kK�In ; kn k@tr1kK�In	 k@t�ukK�In�+ C2h2~K �min �kr1kK�In ; h ~K krr1k ~K�In	

r2�u

 ~K�In� :Die Auswertung der anderen Terme in (2.23) erfolgt analog; da man au�er im Summanden mitden Spr�ungen auf den Zellkanten, bei dem durch die Verwendung des Spursatzes eine Vermischung



24 KAPITEL 2. NUMERIK DER WELLENGLEICHUNGder Potenzen verursacht wird, jeweils zwei Terme bekommt, von denen einer nur k-, der anderenur h-Potenzen enth�alt, l�a�t sich durch Vergleich feststellen, ob eine Verfeinerung des Orts- oderdes Zeitgitters die Genauigkeit mehr erh�ohen wird.Insgesamt erh�alt man als Fehlersch�atzer die folgenden Ausdr�ucke:jJ(e)j � CXn XK2Tn�K;n;�K;n = hdKkn 3Xs=1 �s;kK;n!s;kK;n + �s;hK;n!s;hK;n; (2.26)mit den Residuen und Gewichten�1;kK;n = h�d=2K k1=2n min�kr1kK�In ; kn k@tr1kK�In	 ;!1;kK;n = h�d=2K k�1=2n k@t�ukK�In ;�1;hK;n = h2�d=2K k�1=2n min�kr1kK�In ; h ~K krr1k ~K�In	 ;!1;hK;n = h�d=2K k�1=2n 

r2�u

 ~K�In�2;kK;n = h�d=2K k1=2n min�kr2kK�In ; kn k@tr2kK�In	 ;!2;kK;n = h�d=2K k�1=2n k@t�vkK�In ;�2;hK;n = h2�d=2K k�1=2n min�kr2kK�In ; h ~K krr2k ~K�In	 ;!2;hK;n = h�d=2K k�1=2n 

r2�v

 ~K�In ;�3;kK;n = h�d=2�1=2K k1=2n min�k[n � aruh]k@K�In ; kn k[@tn � aruh]k@K�In	 ;!3;kK;n = h�d=2K k�1=2n �k@t�vkK�In + hK k@tr�vkK�In� ;�3;hK;n = 12h3=2�d=2K k�1=2n k[n � aruh]k@K�In ;!3;hK;n = !2;hK;n:Die Skalierung der Gewichte ! und der ganzen Summe wurden wieder wie oben gew�ahlt, d. h. so,da� im Limes h; k ! 0 die ! gegen eine kontinuierliche Funktion und die Summe gegen ein Integralgehen. Bei der Zusammenfassung von h-Potenzen wurde kein Unterschied zwischen hK und h ~Kgemacht, da sich die beiden nur um einen Faktor zwei unterscheiden; diese Konstante wurde indie ohnehin unbekannte Konstante C im Fehlersch�atzer absorbiert. Eine Implementation in einemProgramm wird diesen Unterschied jedoch beachten.Bei der Herleitung dieses Fehlersch�atzers, der praktisch unver�andert aus [19] �ubernommenwerden konnte, ist noch nicht ber�ucksichtigt, da� bei Verg�oberung auch im Inneren der Raum-Zeit-Zellen K � In unstetige Gradienten auftreten k�onnen. In diesen F�allen sind schon in (2.23)zus�atzliche Spungterme einzuf�uhren und die Unstetigkeitsmannigfaltigkeiten aus den Gebietsinte-gralen herauszunehmen.In bisherigen Arbeiten wurden diese Modi�kationen nicht vorgenommen oder �ubersehen; inder Praxis wird sich dieser Mangel jedoch meist nicht wesentlich bemerkbar machen, da die Ver-gr�oberung immer nur recht wenige Zellen betri�t und dar�uberhinaus auch nur die, auf denen dieL�osung im wesentlichen glatt ist, d. h. auf denen die Sprungterme klein sind. Die Implementationdieser zus�atzlichen Sprungterme in einem Computerprogramm wird, ebenso wie die Verwendungder nichtlokalen Interpolation bei der Auswertung der exakten Fehleridentit�at, wie sie in Abschnitt2.4.3 dargestellt wurde, erhebliche Schwierigkeiten bereiten.



2.4. FEHLERKONTROLLE 252.4.5 Vergleich der beiden Wege der AuswertungIm Programm, mit dem die Methoden dieser Arbeit umgesetzt wurden, wurde der Weg der Aus-wertung des Fehlersch�atzers mit einer genauer gerechneten dualen Funktion gew�ahlt. Dieser hatgegen�uber der Absch�atzung mit dem Bramble-Hilbert-Lemma die folgenden Vorteile:� Im Prinzip sollte es m�oglich sein, die Fehleridentit�at (2.22) quantitativ praktisch exakt aus-zuwerten (die Genauigkeit des Fehlersch�atzer sollte in etwa der selben Gr�o�enordnung lie-gen wie der Fehler auf einem einmal verfeinerten Gitter). Im Gegensatz dazu sind bei derAbsch�atzung mit dem Bramble-Hilbert-Lemma die Interpolationskonstanten noch unbe-kannt. Durch einige analytische �Uberlegungen kann man zeigen, da� sie f�ur quadratischeZellen zwischen 0.1 und 1 liegen; durch Probieren in diesem Bereich k�onnen sie dann sogew�ahlt werden, da� sie bei einfachen Problemen, bei denen die exakte L�osung bekanntist, den E�zienzindex des Fehlersch�atzers (d. h. das Verh�altnis von gesch�atztem zu echtemFehler) auf Werte nahe eins bringen. Allerdings ist unklar, ob das dann auch bei realenProblemen gilt, bei denen verzerrte Zellen, einspringende Ecken usw. vorkommen.� Damit einhergehend ist die M�oglichkeit, das Vorzeichen des Fehlers anzugeben. In einigenpraxisrelevanten F�allen kann das von Vorteil sein, beispielsweise wenn mit einer Simulationgezeigt werden soll, da� ein vorgegebener Maximalwert nicht �uberschritten wird. In derPraxis gibt der Fehlersch�atzer das Vorzeichen des Fehlers bereits auf recht groben Gitternimmer richtig ist.Den angef�uhrten Vorteilen stehen jedoch die folgenden Nachteile gegen�uber:� In der Praxis hat es sich gezeigt, da� scharfe Fehlerwerte nur mit gro�em Aufwand zu er-reichen sind. Dazu tragen sowohl mathematische Schwierigkeiten, insbesondere die Linea-risierung nichtlinearer Fehlerfunktionale als auch praktische Gr�unde bei, zu letzterem vorallem die Implementation von Interpolationen und Vergleichen �uber mehrere Zeitschrittemit unterschiedlichen Gittern.� Auf den ersten Blick erschien die Implementation des Fehlersch�atzers auf diese Art einfacher.Der Grund daf�ur ist, da� bei der Auswertung der Normen in den Gewichten !iK;n Ableitungenauftreten, die h�oher als der Ansatzgrad sind, so da� sie durch Di�erenzenquotienten auf demK umgebenden Patch von Zellen approximiert werden m�ussen; besonders st�orend sind indiesem Zusammenhang die hohen Zeitableitung bei der Verwendung von Elementen mith�oherem Ansatzgrad im Ort.Diese Einsch�atzung mu� jedoch, zumindest f�ur zeitabh�angige Probleme, aufgrund der Nicht-lokalit�at der Interpolation revidiert werden, die allein f�ur einen erheblichen Teil der Kom-plexit�at der Implementation verantwortlich ist.� Schlie�lich ist der ganz erheblich h�ohere numerische Aufwand zu beachten. Die Berechnungder dualen L�osung mit einem quadratischen statt einem linearen Ansatz ben�otigt rund vierMal so viel Rechenzeit und -speicher und dominiert damit die verwendeten Ressourcen f�urdas primale Problem um ein Mehrfaches. Dieses Verh�altnis bessert sich zwar etwas f�ur h�ohereAnsatzgrade, allerdings ist nicht klar, ob es immer ausreicht, die duale L�osung dann noch mitnur um eins h�oherem Ansatzgrad zu rechnen. Der Grund ist der mit wachsendem r kleinerwerdende Abstand zwischen Qr(T) und Qr+1(T) im Vergleich zum Abstand zwischen Qr(T)und dem kontinuierlichen L�osungsraum; wird das Verh�altnis der Abst�ande zu klein, wird dieErsetzung (1� I(r)h )�w �! (1� I(r)h )�whfragw�urdig.Wie in Kapitel 5 gezeigt, ist der Aufwand in einigen F�allen trotzdem nur in etwa der selbenGr�o�enordnung wie bei der Verwendung eines einfachen Energiefehlersch�atzers oder bei glo-baler Verfeinerung, wof�ur man immerhin eine Aussage �uber die Gr�o�e des Fehler bekommt.



26 KAPITEL 2. NUMERIK DER WELLENGLEICHUNGDer Aufwand lie�e sich aber erheblich senken, wenn man die duale L�osung mit dem gleichenAnsatzgrad rechnen w�urde wie das primale Problem. In der Praxis lie�e sich der zus�atzlicheAufwand wohl kaum rechtfertigen.Abschlie�end mu� festgestellt werden, da� die Auswertung mit einer mit h�oherem Ansatzgradgerechneten L�osung die Erwartung nicht erf�ullen konnte. F�ur zuk�unftige Probleme scheint die Ver-wendung des mit dem Bramble-Hilbert-Lemma hergeleiteten Fehlersch�atzers daher sinnvoller.Daf�ur sprechen im wesentlichen die folgenden Argumente:� In der Praxis hat es sich erwiesen, da� es oft nur wichtig ist, die Gr�o�enordnung des Fehlerszu kennen; in kritischen F�allen wird man ohnehin ein Mehrfaches des gesch�atzten oder be-rechneten Fehlers als Sicherheitsmarge nehmen, so da� eine Ungenauigkeit durch die Wahlder Interpolationskonstanten in vielen F�allen akzeptabel ist.� F�ur Probleme aus dem Umfeld der Wellengleichung, aber auch f�ur viele andere Proble-me ohne D�ampfung oder mit starken Nichtlinearit�aten ist der Aufwand zur L�osung mit"vern�unftiger\ Genauigkeit an der Grenze des mit der heutigen Rechnertechnik Erreichba-ren. In diesen F�allen lassen sich die erheblich h�oheren Ressourcen, die hier zur Bestimmungder dualen L�osung verwendet wurden, weder rechtfertigen noch in vielen F�allen bereitstellen.Ein f�ur die Praxis wesentlich wichtigeres Kriterium ist, ob ein Problem durch die Verwen-dung eines Fehlersch�atzers auf eine h�ohere Genauigkeit bzw. �uberhaupt gel�ost werden kann.Die Erfahrung bei der Arbeit am Programm hat gezeigt, da� die erzeugten Gitter sich kaumunterschieden, wenn statt dem beschriebenen Sch�atzer eine nur teilweise implementierteVersion (zum Beispiel nur die Gebietsresiduen ohne die Sprungterme) verwendet wurde.Die exaktere Auswertung des Fehlersch�atzers wird daher nur unwesentlich e�zientere Gitterproduzieren k�onnen als bei der Verwendung des mit dem Bramble-Hilbert-Lemmas herge-leiteten Sch�atzers. Dagegen zeigt die Erfahrung, da� die Verwendung eines dualen Problemseine teilweise drastische Reduktion der ben�otigten Zellen bewirkte, wof�ur haupts�achlich dieGewichtung eines Raum-Zeit-Punkts mit seinem Beitrag zum Endergebnis verantwortlich ist;in vielen F�allen ist bei hyperbolischen Gleichungen dieses Gewicht Null, namentlich wennder Punkt au�erhalt des Ein
u�gebiets des Zielfunktionals liegt.� Letztlich ist der Aufwand zur Implementation des in dieser Arbeit verfolgten Weges, wenig-stens f�ur zeitabh�angige Probleme, mindestens genauso hoch, wahrscheinlich sogar h�oher alsder andere vorgeschlagene Weg.2.4.6 Bewertung der Linearisierung nichtlinearer ZielfunktionaleBei der Fehlerkontrolle waren wir an einer Auswertung J (w) der L�osung interessiert. J (�) konntedabei ein Punktwert, ein Integral, die Energie oder ein beliebiges anderes, nicht notwendigerweiselineares Funktional sein. Abzusch�atzen war der FehlerJ (w)�J (wh);den man durch die Auswertung der numerischen anstelle der exakten L�osung macht. Dazu mu�teein lineares Funktional J(�) so gew�ahlt werden, da�J(e) = J(w �wh) = J(w)� J(wh) = J (w)�J (wh)gilt. Die richtige Wahl daf�ur istJ(w �wh) = �Z 10 �J�w (sw + (1� s)wh)ds� (w �wh); (2.27)



2.4. FEHLERKONTROLLE 27d. h. die Di�erenz zweier Funktionalwerte ist die Intervall�ange mal der mittleren Ableitung desFunktional im Intervall.11 Da die exakte L�osung nicht bekannt ist, wird als rechte Seite des dualenProblems das gest�orte Funktional~J(w �wh) = �Z 10 �J�w (wh)ds� (w �wh) = �J�w (wh;w �wh) (2.28)verwendet.12 Die Tilde kennzeichne im folgenden Gr�o�en, die mit diesem gest�orten Funktionalgewonnen wurden.Die Di�erenz der beiden Funktionale ist nach dem gleichen Verfahren wie oben durchJ(�)� ~J(�) = �Z 10 �J�w (sw + (1� s)wh)� �J�w (wh)ds� (�)= �Z 10 �Z 10 �2J�u2 (r(sw + (1� s)wh) + (1� r)wh) dr� (sw + (1� s)wh �wh)ds� (�)gegeben. Verwendet man die Linearit�at von �2J�u2 in seinem zweiten Argument und substituiert q =rs im inneren Integral, so erh�alt man f�ur die Abweichung zwischen dem gesuchten Fehlerfunktionalund dem aufgrund der Linearisierung f�alschlicherweise erhaltenen Wert�J(�) = J(�)� ~J(�) = �Z 10 �Z 10 �2J�u2 (r(sw + (1� s)wh) + (1� r)wh) dr� (w �wh)s ds� (�)= �Z 10 �Z s0 �2J�u2 (qw + (1� q)wh) dq� (w �wh)ds� (�)= Z 10 Z s0 �2J�u2 (qw + (1� q)wh;w �wh; �) dq ds:�J(�) ist nun ein lineares Funktional, so da� man wie schon in Abschnitt 2.4.2 gem�a� demRieszschen Satz ein Element �j(w;x; t) des Dualraums mit �J( ) = R �j(w;wh;x; t) (x; t) dxdtassoziieren kann. Mit J(�) und dem gest�orten Funktional ~J(�) sind jeweils duale L�osungen �w und~�w verbunden, deren Di�erenz aufgrund der Linearit�at der Wellengleichung durch eine GreenscheFunktion G�(x; t;x0; t0) zum dualen Operator von �j(w;x; t) abh�angt:� �w = �w � ~�w = Z
 Z T0 G�(x; t;x0; t0)�j(x0; t0) dx0 dt0mit �j(x; t) = �Z 10 Z s0 @2(j(w) �w)@w2 (qw + (1� q)wh;x; t) dq ds� � (w(x; t) �wh(x; t)) ;wobei j durch J ( ) = R j( ;x; t) �  (x; t) dx dt de�niert sei. Mit �j gilt f�ur die Abweichungzwischen der gew�unschten Fehleridentit�at (2.22) und der gest�ortenEK;n � ~EK;n = � (�wh;t;��w ���wh)K�In + (�vh;��u���uh)K�In+ (r � aruh;��v ���vh)K�In � 12 ([n � aruh];��v ���vh)@K�In (2.29)11Die Ableitung eines Funktionals F ( ) an einer Stelle u0 wird durch �F�u (u0)( ) oder �F�u (u0;  ) bezeichnet; sieist ein lineares Funktional in  . Ebenso ist die zweite Ableitung �2F�u2 (u0; u1;  ) das in u1 und  lineare Funktionalder zweiten Ableitung an den Punkten u0 und u1; die zweite Ableitung bezieht sich dabei auf das erste Argumentvon �F�u (u0;  ).12In einigen F�allen kann man das exakte Funktional (2.27) verwenden, selbst wenn die kontinuierliche L�osungw nicht bekannt ist; ein Beispiel daf�ur ist in Abschnitt 5.2 gegeben. Diese F�alle stellen aber in gewissem Sinnepathologische Situationen dar, in denen die Verwendung des Fehlersch�atzers zur Gitterverfeinerung genauer zudiskutieren w�are; darauf sei jedoch in dieser Arbeit verzichtet.



28 KAPITEL 2. NUMERIK DER WELLENGLEICHUNGf�ur alle � �wh. Die Abweichung in der Fehleridentit�at EK;n � ~EK;n h�angt daher vom Fehler e =w�wh linear ab, falls das Zielfunktional quadratisch ist, quadratisch falls J kubisch ist, usw. Sieist damit von einer Ordnung h�oher im Fehler als das Zielfunktional; wie in Abschnitt 3 gezeigtwird, ist der Linearisierungsfehler aber trotzdem nicht immer vernachl�assigbar.Eine weitere Absch�atzung von EK;n � ~EK;n w�are hier w�unschenswert, ist aber schwierig, dasowohl j als auch G� im allgemeinen singul�ar sind und man nur schwer zu Aussagen in interes-santen Normen kommt. Ein in diesem Fall gangbarer Weg w�are, die Normen �uber die Fouri-er-Transformierten dieser Gr�o�en zu gewinnen, da diese in den meisten F�allen mehr Regularit�atbesitzen.In der Praxis ist neben der Absch�atzung des Fehlers, f�ur die der hergeleitete lineare Zusam-menhang mit dem Linearisierungsfehler gilt, wichtig, durch den Fehlersch�atzer e�ziente Gitterzu erzeugen. Dieser Proze� ist leider nichtlinear, was dadurch zustande kommt, da� die Fehler-indikatoren f�ur die einzelnen Zellen der Gr�o�e nach sortiert und die Zellen in dieser Reihenfolgeverfeinert werden. Das f�uhrt gelegentlich dazu, da� Zellen verfeinert werden, die weit ab von demGebiet liegen, das f�ur das Zielfunktional wichtig ist, selbst dann, wenn der Fehlersch�atzer nurm�a�ig schlecht den tats�achlichen Fehlerbeitrag approximiert. In diesen F�allen ist das Gitter f�urden n�achsten Durchlauf nicht besser als f�ur den aktuellen, so da� der Proze� aus Gitterverfeinerungund besserer Linearisierung nicht konvergiert; die erzeugten L�osungen sind h�au�g unbrauchbar.Die Zielfunktionale im Kontext der Wellengleichung sind im allgemeinen entweder linear oderquadratisch in der L�osung; der lineare Fall stellt keine Probleme dar, w�ahrend der quadratischeFall einer einfachen Variante der obigen Analyse zug�anglich ist, da die Integrale in der Darstellungvon �J(�) berechenbar sind. Wir betrachten als Beispielfall den Energie
u� durch eine Kurve:J (w) = Z T0 ZC v(aru) � n ds dt:F�ur diesen gilt mit t = (';  ):�2J�w2 (qw+ (1� q)wh;w �wh; t) = Z T0 ZC f (ar(u� uh)) + (v � vh)(ar')g � n ds dtund damit f�ur die Abweichung des Fehlersch�atzers vom Wert bei richtiger Linearisierung�J(e) = Z T0 ZC(v � vh)(ar(u� uh)) � n ds dt: (2.30)Diese Gr�o�e wird in Abschnitt 3.4.2 n�aherungsweise ausgewertet; dort wird gezeigt, da� in einigenpraxisrelevanten F�allen die Linearisierung so schlecht sein kann, da� der Linearisierungsfehler �Jin der gleichen Gr�o�enordnung wie der Wert des Fehlerfunktionals liegen kann. Das hat im allge-meinen zur Folge, da� der Proze� aus Gitterverfeinerung und Fehlersch�atzung nicht konvergiert,da die Gitterverfeinerung keine genauere L�osung des primalen Problems und damit auch keinebessere Linearisierung im n�achsten Verfeinerungsschritt bewirkt.2.4.7 Bewertung der numerischen dualen L�osungUnabh�angig davon, ob die Fehleridentit�at nach dem in Abschnitt 2.4.3 vorgeschlagenen Verfahrenoder wie in Abschnitt 2.4.4 durch Absch�atzung mit dem Bramble-Hilbert-Lemma ausgewertetwird, mu� die exakte duale L�osung �w durch eine auf numerischem Weg erhaltene Funktion ersetztwerden. Im ersten Fall war es n�otig, die numerische duale L�osung mit einem h�oheren Ansatzgradzu rechnen, im allgemeinen wurde er um eins gr�o�er als der Ansatzgrad des primalen Problemsgew�ahlt; im zweiten Fall ist ein beliebiger Ansatzgrad m�oglich, meistens w�ahlt man jedoch denselben wie f�ur das primale Problem.Die Ersetzung der exakten durch eine numerische duale L�osung bewirkt einen zus�atzlichenFehler bei der Auswertung der Fehlersch�atzer. W�ahrend klar ist, da� dieser Fehler von h�ohererOrdnung als die Fehleridentit�at ist, die wir gerade auswerten wollen, ist das Gr�o�enverh�altnis
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Abbildung 2.6: Darstellung der Problematik bei der Ersetzung der exakten dualen L�osung �w durcheine numerisch gewonnene L�osung. Links exakte primale und duale L�osungen; in der Mitte exakteduale, aber numerische primale L�osung; rechts numerische primale und duale L�osung. WeitereErl�auterungen im Text.dieser beiden Werte nicht o�ensichtlich. Im allgemeinen darf die Ersetzung nicht v�ollig unkritischdurchgef�uhrt werden, wie sich an folgendem Beispiel demonstrieren l�a�t:Wir wollen annehmen, da� die Anfangsbedingungen eine Welle gegebener Ausdehnung vonx0 aus in eine vorgegebene Richtung loslaufen lassen. Der Einfachheit halber beschr�anken wiruns auf nur eine Raumdimension, so da� wir bei konstanten Koe�zienten den Weg der Welleim x � t-Diagramm wie in Abbildung 2.6 links mit durchgezogenen Linien darstellen k�onnen.Das Zielfunktional sei die Punktauswertung in (x1; T ); die exakte duale L�osung ist dann durch dieavancierteGreensche Funktion gegeben, deren Tr�ager das durch die gepunkteten Linien begrenzteGebiet ist. In h�oheren Dimensionen ist sie jedoch nur entlang der gepunkteten Linien von Nullverschieden, was wir im folgenden Annehmen wollen.In der Mitte der Abbildung ist der Fall dargestellt, da� die primale L�osung auf numerischemWege gerechnet wurde, die duale L�osung aber nach wie vor exakt bekannt ist. Aufgrund des inAbschnitt 4.5.2 geschilderten Problems ist die numerische Ausbreitungsgeschwindigkeit h�oher alsdie exakte; die Steigung der Begrenzungslinien des Tr�agers der primalen L�osung ist daher gr�o�erals im exakten Fall. Verfeinerung wird nun dort statt�nden, wo sich die Tr�ager von numerischerprimaler und exakter dualer L�osung �uberlappen, d. h. im schattierten Bereich. Die Verfeinerungwird dazu f�uhren, da� der linke Teil der Welle im n�achsten Durchlauf n�aher an der exakten L�osungist, also insbesondere da� die Abweichung der Ausbreitungsgeschwindigkeit geringer ist. Der rechteTeil wird nicht verfeinert und beh�alt damit seine falsche Geschwindigkeit, was allerdings auch nichtschlimm ist, da er ohnehin nicht zum Zielfunktional beitr�agt.Es ist o�ensichtlich, da� bereits in diesem Fall mit exakter dualer L�osung die Konvergenz ge-gen die richtige primale L�osung recht langsam gehen kann, da nur etwa in der ersten H�alfte desZeitintervalls (0; T ) �uberhaupt Verfeinerung auftritt. Im besten Fall ist die numerische L�osungdort exakt, f�ur gr�o�ere Zeiten jedoch ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit im n�achsten Durchlaufebenso falsch wie im ersten und man braucht mehrere Schritte, bis �uberhaupt erst das ganzeZeitintervall verfeinert ist. Je gr�o�er die Abweichung zwischen exakter und numerischer Ausbrei-tungsgeschwindigkeit ist, desto mehr Schritte sind n�otig, um den ganzen Weg zwischen Ursprungs-und Auswertungspunkt zu verfeinern.Das Problem verschlimmert sich noch, wenn auch die duale L�osung numerisch gewonnen wer-den mu� (rechter Teil der Abbildung): dann ist auch die Ausbreitungsgeschwindigkeit der dualenL�osung falsch und die Tr�ager der beiden Funktionen �uberlappen �uberhaupt nicht mehr in Berei-chen, die f�ur das Zielfunktional relevant sind. In diesem Fall wird der Fehlersch�atzer einen WertNull zur�uckgeben und alle Zellen zu Zeiten vergr�obern, die vor der Zeit liegen, wo sich der rechteTeil der dualen L�osung und die primale L�osung �uberschneiden. Es kann hier keine Konvergenzgegen die richtige L�osung geben.Aufgrund der geschilderten Problematik ist es notwendig, die Verfeinerung mit dem dualenFehlersch�atzer erst dann zu beginnen, wenn schon gute N�aherungen f�ur die primale L�osung vor-



30 KAPITEL 2. NUMERIK DER WELLENGLEICHUNGhanden sind und wenn das Gitter gut genug zur Berechnung der dualen L�osung ist. In der Praxiszeigt es sich, da� es f�ur letzteres nicht ausreicht, die duale L�osung auf der Schnittmenge der Tr�agerder beiden L�osungen gut zu approximieren, sondern da� es n�otig ist, das Gitter auch geeignet andie duale L�osung anzupassen (vgl. Abschnitt 4.5.1).Daneben zeigt sich allerdings auch, da� in praxisnahen Beispielen quantitativ richtige Feh-lersch�atzung nicht m�oglich ist. Die berechneten Fehlersch�atzer zeigen im allgemeinen eine nurschwache Korrelation mit dem tats�achlichen Fehler und liegen oft um ein bis zwei Gr�o�enord-nungen daneben; allerdings sind die erzeugten Gitter sehr e�ektiv, was den verwendeten Ansatzrechtfertigt. Die schlechte Approximation des echten Fehlers durch den Fehlersch�atzer ist nat�urlichAuswirkung der Ersetzung �w ! �w(r+1)h und wird verst�arkt durch die gegen�uber kleinen St�orungeninstabile Auswertung der Fehleridentit�at, bei der ein Integral �uber zwei stark oszillierende Funk-tionen, namentlich das Residuum und (1 � Ih)�w, ausgef�uhrt werden mu�. Die Genauigkeit desSch�atzers kann unter Umst�anden verbessert werden, wenn bei seiner Berechnung die Galerkin-Orthogonalit�at nicht ausgenutzt wird, so da� die Integrale nur �uber das oszillierende Residuum,aber �uber eine glatte Funktion �w ausgef�uhrt werden k�onnen; die Berechnung des Verfeinerungskri-teriums hat allerdings aus den geschilderten Gr�unden unter Verwendung einer Interpolation undder Galerkin-Orthogonalit�at zu geschehen.



Kapitel 3Anwendung auf die solareAtmosph�areDie im vorigen Kapitel hergeleiteten numerischen Methoden sollen in diesem Abschnitt auf einBeispiel aus der Physik stellarer Atmosph�aren angewendet werden. Oberhalb der sichtbaren Ober-
�ache (Photosph�are) der meisten Stern be�ndet sich eine Chromosph�are genannte Schicht, derenDicke bei der Sonne rund 2.200 km betr�agt. In dieser bewegt sich die Temperatur zwischen 4.000und 20.000 K. Nach au�en hin direkt anschlie�end steigt die Temperatur in einer kleinen �Uber-gangszone von 100-200 km Dicke auf mehrere Millionen Kelvin an und auch die Dichte �andert sichum mehrere Gr�osenordnungen. In dieser, Korona genannten, Schicht bleibt die Temperatur aufDimensionen verglichen mit der Dicke der Chromosph�are weitgehend konstant.Eine physikalisch nur teilweise verstandene Frage ist der Mechanismus der Heizung der Korona.Wegen der kalten Schicht zwischen Sonneninnerem und Korona kommen wederW�armeleitung nochStrahlungsheizung in Frage; andererseits kann auch aus dem interstellaren Raum kein nennenswer-ter Energie
u� vorhanden sein. Der tats�achliche Heizungsmechanismus besteht vermutlich nebenstarken Magnetfeldern und magnetohydrodynamischen E�ekten aus Heizung durch Schockwellen.Akustische Wellen werden dabei auf der Sonnenober
�ache durch die dort vorhandenen Konvek-tionsstr�omungen erzeugt und bewegen sich in der Chromosph�are und der anschlie�enden Koronanach au�en; in der d�unnen Gasatmosph�are bilden sie schnell starke Schocks, die in der Lage sind,Energie zu dissipieren.Um den Energieeintrag in die Chromosph�are durch akustische Wellen absch�atzen zu k�onnen,ist es wichtig sie numerisch zu simulieren. Solche Simulationen werden seit vielen Jahren erfolgreichdurchgef�uhrt, allerdings zu einem gro�en Teil mit nur einer Raumdimension (vgl. [33, 25, 31, 32])und nur in wenigen Arbeiten in zwei Dimensionen (z. B. [26]). Die Erweiterung auf mehr alseine Raumdimension wird gemeinhin als w�unschenswert bezeichnet, um realistische Modelle zurAusbreitung akustischer Wellen in der solaren Atmosph�are verwenden zu k�onnen.Die Simulation von Ph�anomenen in der Sonnenatmosph�are setzt voraus, da� die physikali-schen Gr�o�en Temperatur und Dichte hinreichend genau bekannt sind. Da direkte Messungennicht m�oglich sind, lassen sich diese nur durch die L�osung eines inversen Problems gewinnen; dazuwerden Messergebnisse mit Simulationsergebnissen f�ur ein gegebenes Modell verglichen, um dasModell zu verbessern. Solche Rechnungen sind au�erordentlich aufwendig, da die zu ber�ucksichti-genden physikalischen E�ekte sehr vielf�altig sind und neben den Gasgleichungen auch Strahlung,Nichtgleichgewichtse�ekte durch den gerichteten Energie
u� durch Strahlung und dynamische Ef-fekte aufgrund der Heizung durch Schockwellen beinhalten. Die Inversion der Me�daten geschiehtim allgemeinen durch trial and error und zus�atzliche physikalische Annahmen. Umfangreiche Dar-stellung zu diesem Problem sind beispielsweise in [34, 15, 10] zu �nden. Im Rahmen dieser Arbeitwurde ein Modell f�ur Dichte und Temperatur aus [32] verwendet (bKmG { broadened Kolmogorov,modi�ed Gauss), bei dem dynamische E�ekte aufgrund akustischer Wellen mitber�ucksichtigt wur-den; das Frequenzspektrum der das Medium heizenden Wellen folgt dabei einer Verteilung, die aus31



32 KAPITEL 3. ANWENDUNG AUF DIE SOLARE ATMOSPH�ARETurbulenzmodellen und Anpassungen an die solare Umgebung hergeleitet werden kann (vgl. [31,Abschnitt 2.2]).Der aus diesem Modell hergeleitete Verlauf der Temperatur ist in Abbildung 3.1 beispielhaftdargestellt. Man erkennt deutlich den Beginn des steilen Anstiegs an der Grenze zwischen Chro-mosph�are und Korona. Die Temperatur schwankt in der Korona zwischen etwa 2 und bis zu 6Millionen Kelvin; f�ur die Rechnungen wurde ein Anstieg innerhalb von 200 km auf eine konstanteTemperatur von 2 Millionen Kelvin angenommen, wobei darauf hingewiesen sei, da� diese Tem-peraturwahl das Ergebnis der Rechnungen wesentlich zu beein
ussen vermag. Aus den gegebenenDaten f�ur Temperatur T und Dichte � l�a�t sich der Koe�zient a(x) in der Gleichung (1.1) nachfolgenden Formeln herleiten: c2 = 
RT� ;a = c2� :Dabei ist c die lokale Ausbreitungsgeschwindigkeit, 
 der Adiabatenkoe�zient, der aufgrund derhohen Dichte zu 53 gew�ahlt werden kann, R die allgemeine Gaskonstante und � = 1:3 das mittlereMolgewicht des Gases.
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’bKmG’-ModellAbbildung 3.1: Verlauf der Temperatur im bKmG-Modell ( aus [32]). Nach oben hin steigt dieTemperatur auf zwei Millionen Kelvin; dieser Anstieg ist nicht mehr dargestellt, um die Tempera-turvariationen in der Chromosph�are noch darstellen zu k�onnen.Neben dem erw�ahnten Modell aus [32] wurden auch Rechnungen mit anderen Temperaturmo-dellen durchgef�uhrt, beispielsweise Modell C aus [34] und mit den Ergebnissen aus [15] und [10].Die Ergebnisse stimmten miteinander im Rahmen der Genauigkeit der Rechnungen weitestgehend�uberein. Das ist darauf zur�uckzuf�uhren, da� der Energie
u� in die Korona bei linearen akustischenWellen praktisch nur durch Re
exion an der �Ubergangsschicht zwischen Chromosph�are und Ko-rona behindert wird, w�ahrend die Temperaturvariationen in der Chromosph�are praktisch keinenEin
u� haben, im Gegensatz zum Fall nichtlinearer Wellen; der Temoeraturanstieg verl�auft aberbei allen Modellen im wesentlichen gleich.Wie schon in der Einleitung zu dieser Arbeit erl�autert, wird eine starke Idealisierung dieserSituation angenommen, indem eine Reduktion auf nur zwei Raumdimensionen und vor allem eineVernachl�assigung aller nichtlinearer E�ekte in den Gasgleichungen durchgef�uhrt wird. Auch wur-den weder Strahlungstransport noch thermische Nichtgleichgewichtsbedingungen verwendet. Dieerhaltenen Ergebnisse sind daher nur sehr bedingt mit Messungen und den Ergebnissen nichtli-nearer Berechnungen vergleichbar; das Ziel dieser Arbeit ist eher die Demonstration der generellenAnwendbarkeit adaptiver Methoden auf Wellenph�anomene und hyperbolische Gleichungen zweiterOrdnung in der Zeit.



3.1. DEFINITION DES GEBIETS UND DER RANDBEDINGUNGEN 33In den folgenden Abschnitten werden zuerst die De�nition des zu rechnenden Testfalls und an-schlie�end die verschiedenen M�oglichkeiten der Auswertung der Rechnungen diskutiert. Schlie�lichwerden die Ergebnisse der Rechnungen pr�asentiert.3.1 De�nition des Gebiets und der RandbedingungenRechengebiet und Randbedingungen werden im wesentlichen durch die physikalische Problemstel-lung bestimmt und sind in Abbildung 3.2 dargestellt. Als Randwertfunktion f�ur den unteren Randwurde gD(x; 0; t) = � cos ��2 xa� sin �� t� � f�ur x < a und t < T ,0 sonstgew�ahlt; dadurch l�auft von der linken unteren Ecke eine Welle in das Gebiet hinein. In den Rech-nungen war a = 50km, das hei�t im Vergleich zum gesamten Gebiet sehr klein; � wurde zu 60Sekunden gew�ahlt, was zu vergleichen ist mit den etwa 300 Sekunden, die eine Welle braucht umbis zur �Ubergangsschicht zu gelangen. Die Amplitude wurde willk�urlich zu eins gew�ahlt, da wir nuran relativen Verh�altnissen interessiert sind; alle Energiewerte sind daher einheitenlos angegeben.
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Abbildung 3.2: De�nition des Rechengebiets und der Randwerte. Links das ganze Gebiet, rechtseine Vergr�o�erung des unteren Bereichs. Rechts ist auch die Lage der �Ubergangszone zwischenetwa 2250 und 2450 km H�ohe sowie die Lage der Auswertungslinie in einer H�ohe von 3000 kmdargestellt.Die Wahl der Form des Gebiets folgt im wesentlichen folgenden �Uberlegungen: der untereTeil des Gebiets sollte quadratisch und etwas gr�o�er als der Abstand der Sonnenober
�ache zur�Ubergangsschicht; die quadratische Form folgt aus der dann bestm�oglichen Approximationsf�ahig-keit der Elemente; w�are er wesentlich gr�o�er, so w�urde sich das Gebiet unn�otig weit nach rechtsoder oben ausdehnen, was die Zellzahl erh�ohen w�urde. Oben an das Gebiet schlie�t sich ein weiter"Auslaufbereich\ mit wenigen gro�en Zellen an, dessen Notwendigkeit im folgenden erl�autert wird.Eine optimal Behandlung des Problems w�urde am oberen und rechten Rand des Gebiets ab-sorbierende Randbedingungen vorschreiben, die einer Welle gestatten, das Gebiet ohne Re
exionzu verlassen. Die Konstruktion solcher Randbedingungen ist jedoch sehr aufwendig und garantiertin den meisten F�allen keine vollst�andige Absorption der auftre�enden Wellen. In der Literatur�nden sich im wesentlichen die folgenden Ans�atze f�ur solche Randbedingungen:



34 KAPITEL 3. ANWENDUNG AUF DIE SOLARE ATMOSPH�ARE� Darstellung in di�erentieller Form: gem�a� dem "klassischen\ Ansatz aus [14] lassen sich dieexakten Randbedingungen als in der Zeit und im Ort nichtlokalen Integraloperator schreiben.Dieser kann als Pseudodi�erentialoperator aufgefa�t und in eine Taylor-Reihe entwickeltwerden, was eine Hierarchie von zunehmend genaueren Randbedingungen ergibt. Die erstenGlieder dieser Folge sind im folgenden f�ur zwei Raumdimensionen und triviale Koe�zienten(a = � = 1) angegeben (t bezeichne einen Tangentenvektor an der Rand):@u@n + v = 0;@v@n + @v@t � 12 @2u@t2 = 0;@2v@n@t + @2v@t2 � 14 @3u@t2@n � 34 @2v@t2 = 0:Die Randbedingungen sind jeweils f�ur senkrecht auftre�ende Wellen ideal absorbierend,w�ahrend die Absorption mit der Abweichung des Auftre�winkels von der Senkrechten im-mer schlechter wird (es ist bekannt, vgl. [20], da� lokale di�erentielle Randbedingungen dieseEigenschaft inh�arent in sich tragen und nicht f�ur alle Einfallswinkel und Frequenzen idealabsorbierend sein k�onnen). Da die Qualit�at der ersten Approximation nicht sehr gut ist, dieImplementation sowie die mathematische Formulierung in einem Finiten-Elemente-Ansatzmit polynomialen Ansatzfunktionen bei den folgenden Gliedern wegen der schnell h�oherwerdenden Ableitungen aber schwierig ist, wurde auf eine Verwendung verzichtet.� Exakte Randbedingungen In j�ungerer Zeit wurden exakte absorbierende Randbedingungenf�ur akustische, elastische und elektromagnetische Wellengleichungen vorgeschlagen (vgl. [18,17]), die in der Zeit lokal sind und nur erste Ableitungen enthalten. Sie sind jedoch nichtlo-kal im Ort (es ist eine Entwicklung der L�osung nach Kugelfunktionen durchzuf�uhren) undihr gr�o�ter Nachteil besteht darin, da� sie nur auf der Ober
�ache einer Kugel gelten; eineVerallgemeinerung auf beliebige Gebiete erscheint au�er in den F�allen ausgeschlossen, wo dieEigenfunktionen des Laplace-Operators auf dem Rand des Gebiets bekannt sind.� "Nichtre
ektierende Randbedingungen\: unter diesem Namen wird in der Ingenieursliteratur(vgl. zum Beispiel [11]) die Technik gef�uhrt, um das Gebiet herum eine oder mehrere Schich-ten von Zellen zu legen, in denen der Gleichung ein D�ampfungsterm hinzugef�ugt wird. Indiesem Bereich wird jede einlaufende Welle exponentiell ged�ampft. Um eine gute Absorptionzu erreichen ist jedoch eine mit kleiner werdender Wellenl�ange gr�o�ere Schicht von Zellennotwendig; dar�uberhinaus ist die D�ampfung zwar exponentiell, jedoch nicht vollst�andig, soda� ein kleiner Teil der Welle trotzdem re
ektiert wird.Alle drei vorgeschlagenen Verfahren fordern eine Umformulierung des urspr�unglichen Problemssowie erheblichen Implementationsaufwand. Es wurde in �Ubereinstimmung mit der Fragestellungdie folgenden L�osung verfolgt: da re
ektierte Wellen nur dann ein Problem darstellen, wenn sieEnergie �uber die Auswertungslinie in 3000 km H�ohe transportieren, ist lediglich Re
exion am obe-ren Rand problematisch. Re
exion am rechten Rand unterhalb der �Ubergangszone ist erw�unscht,da sie das Gebiet virtuell nach rechts fortsetzt und somit selbst die Wellen sp�ater auf die �Uber-gangszone tre�en, deren Weg anfangs zu 
ach verlief um noch vor dem rechten Rand bis in eineH�ohe von 2250 km zu gelangen. Oberhalb der �Ubergangszone ist die Re
exion vom rechten Randnicht relevant, da die Wellen von unten kommen und somit auch wieder schr�ag nach oben re
ektiertwerden, so da� kein Energie
u� �uber die Auswertungslinie zur�uck zu bef�urchten ist. Aus diesenbeiden Gr�unden wurden rechts re
ektierende Randbedingungen gesetzt; die Wahl vonDirichlet-gegen�uber Neumann-Werten ist hierbei willk�urlich.Um die allein unerw�unschte Re
exion vom oberen Rand zu verhindern, wurde dieser durchPlazierung einiger nach oben hin gr�o�er werdender Zellen weit nach oben verlagert; der Abstandvom unteren Rand wurde dabei so gew�ahlt, da� die Wellen innerhalb der Simulationszeit dasGebiet nicht von unten nach oben und zur�uck durchwandern k�onnen. Da der Abstand aufgrund



3.2. AUSWERTUNG DER RECHNUNGEN 35der im oberen Bereich sehr hohen Ausbreitungsgeschwindigkeit recht gro� sein m�u�te, wurde eineModi�kation der nichtre
ektierenden Randbedingungen verwendet. Dazu wird die Ausbreitungs-geschwindigkeit nach oben hin, von der tats�achlichen Physik abweichend, verringert; �ndet dieseVerringerung auf einer L�angenskala statt, die gro� gegen�uber typischen Wellenl�angen ist, so istkeine Re
exion von Wellen zu erwarten, diese werden lediglich abgebremst. Auch beein
u�t dieseModi�kation die im Gebiet vorhandene Energie nicht, was die Auswertung der Energie
�usse ver-einfacht. In der Summe erlaubt dieser Ansatz, am oberen Rand re
ektierende Randbedingungenzu verwenden; die Wahl von Dirichlet-Bedingungen ist wieder willk�urlich.Als Randbedingung f�ur den linken Rand wurden homogene Neumann-Werte gesetzt, da dasProblem symmetrisch ist und somit nur die H�alfte der Welle gerechnet werden mu�. Um nachoben hin gr�o�er werdende Zellen verwenden zu k�onnen ohne dabei deren Seitenverh�altnis zu ver-schlechtern, wurde ein nach oben hin breiter werdendes Gebiet verwendet. Da die Ausdehnung desGebiets klein gegen�uber dem Durchmesser der Sonne ist, ist es nicht n�otig, die Wellengleichung inZylinder- statt kartesischen Koordinaten zu l�osen.3.2 Auswertung der RechnungenZiel der Rechnungen war es, den Anteil der Energie einer Welle zu bestimmen, der die Grenzschichtpassieren kann. Dazu gibt es im wesentlichen drei M�oglichkeiten:� Direkte Auswertung des Energie
usses: da der Energiestrom durchj = varugegeben ist, l�a�t sich die gesamte, durch eine Kurve C 
ie�ende Energiemenge durch Au�n-tegration erhalten: J (w) = Z T0 ZC v(x; t) (a(x)ru(x; t)) � n ds dt:� Energiemenge oberhalb der Auswertungslinie: da urspr�unglich keine Energie im Gebiet warund aufgrund der gew�ahlten Randbedingungen auch kein Energieverlust durch den Randm�oglich ist, mu� die zum Endzeitpunkt oberhalb der Auswertungslinie vorhandene Energiegleich der durch die Linie hindurchgetretene Energie sein:J (w) = Ey>y0(T ) = Z
\fy>y0g 12�(x)v(x; T )2 + 12a(x) (ru(x; T ))2 ddx:Wie in Abschnitt 2.1.3 beschrieben, ist die Energie bei Verwendung ver�anderlicher Gitternumerischen St�orungen unterlegen. Dies tri�t wegen der im oberen Teil des Gebiets sehrgro�en Zellen bei der Auswertung dieses Funktionals besonders zu; Abbildung 3.3 zeigtbeispielhaft den Verlauf der Energie oberhalb der Auswertungslinie. Da wegen der Stufender Wert der Energie am Endzeitpunkt nicht sehr zuverl�assig ist, wurde J (w) mit Hand ausdem Zeitverlauf bestimmt, indem das Maximum des Verlaufs genommen wurde; es wurdenicht versucht, den weiteren Verlauf ohne die Spr�unge zu antizipieren und so eine "bessere\Sch�atzung zu erhalten. Zumindest f�ur die feineren Gitter gibt es im allgemeinen nur nocheinen oder zwei klar erkennbare Spr�unge in einem Bereich, wo die Kurve schon sehr 
achist, so da� die Auswertung mit Hand recht zuverl�assig erscheint.� Energiedi�erenz unterhalb der Auswertungslinie: ebenso mu� der Energie
u� durch die Liniegleich der Di�erenz der Energien sein, die nach Einbringung der Welle und zum Endzeitpunktim unteren Teilgebiet vorhanden sind:J (w) = E(t = �) �Ey<y0(T ):



36 KAPITEL 3. ANWENDUNG AUF DIE SOLARE ATMOSPH�AREDiese Auswertung ist im allgemeinen sehr viel schlechter, da die Energiedi�erenz nur wenigeProzente der Gesamtenergiemenge ausmacht und daher sehr viel anf�alliger ist gegen�ubernumerischen St�orungen der Gesamtenergie. Typischerweise gehen in den ersten Verfeine-rungsschritten mehrere zehn Prozent der Energie durch numerische Probleme verloren; diesewerden dann irrt�umlich dem Ergebnis dieser Auswertung zugerechnet. Erst bei Rechnungenmit extrem vielen Freiheitsgraden kommt der numerische Energieverlust bei Rechnungenmit stark schwankenden Koe�zienten in die Gr�o�enordnung von unter einem Prozent, wasjedoch immer noch erheblich ist gegen�uber den Werten dieses Funktionals.Die Auswertung l�a�t sich jedoch n�aherungsweise um den beschriebenen Fehler korrigieren,wenn man die Abnahme der Gesamtenergie zwischen t = � und t = T von J (w) abzieht;diese Abnahme mu� auf numerische E�ekte zur�uckzuf�uhren sein. Die G�ultigkeit dieser Kor-rektur setzt voraus, da� der numerische Verlust ausschlie�lich im unteren Teil des Rechenge-biets statt�ndet; da dort der bei weitem �uberwiegende Teil der Gesamtenergie konzentriertist, ist diese Annahme recht gut erf�ullt, so da� wirJ (w) = (E(t = �) �Ey<y0(T ))� (E(T )�E(t = �))als Auswertegr�o�e ansehen k�onnen.
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Abbildung 3.3:Verlauf der Energie oberhalb der Auswertungslinie bei verschiedenen Verfeinerungs-stufen. Man erkennt die durch numerische Instabilit�aten hervorgerufenen Stufen, sowie die h�ohereAusbreitungsgeschwindigkeit auf gr�oberen Gittern. Die Verfeinerung geschah durch den Energie-fehlerindikator, die Ergebnisse sind aber vergleichbar bei der Verwendung des an diese Auswertungangepa�ten dualen Funktionals.Bei exakter Rechnung w�urden alle drei Auswertungen das selbe Ergebnis liefern. In der Pra-xis zeigt sich jedoch, da� die ersten beiden Funktionale deutlich besser gegen einheitliche Wertekonvergieren.Die Auswertung des Energie
usses wurde in einer H�ohe von y0 = 3000 km durchgef�uhrt. Ex-akter w�are eine Auswertung direkt oberhalb der �Ubergangszone, d. h. in einer H�ohe von rund 2500km, aus Praktikabilit�atsgr�unden wurde diese Linie jedoch nach oben verschoben; numerische Testszeigen, da� die Ver�anderung von y0 keinen Ein
u� auf das Ergebnis hat, was dadurch verst�andlichwird, da� die Ausbreitungsgeschwindigkeit im Bereich dazwischen so hoch ist, da� Energie, diedie �Ubergangszone passiert, praktisch sofort weiter nach oben transportiert wird. Eine Auswer-tung bei y0 = 4000 km ergibt keine wesentlich anderen Ergebnisse, obwohl man aufgrund dereinspringenden Ecke und der oberhalb der Linie nicht mehr quadratischen Zellen eine schlechtereKonvergenz erwarten k�onnte.



3.3. ADAPTIVIT�AT 373.3 Adaptivit�atBei der Durchf�uhrung der Rechnungen zeigte sich, da� ohne die Verwendung adaptiver Gitterkeine verwertbaren Ergebnisse erzeugt werden konnten, da die dazu n�otige Anzahl an Gitterzellenwesentlich gr�o�er war, als es Rechenzeit- und Speicherbeschr�ankungen erlaubten. Selbst die adap-tiven Rechnungen ben�otigten mehrere Zehnmillionen Freiheitsgrade,1 um Ergebnisse zu liefern,deren relative Genauigkeit bei vielleicht 2 oder 3 Prozent liegt.Es wurden vergleichende Rechnungen durchgef�uhrt, wobei als Verfeinerungskriterien einerseitsder "traditionelle\ Fehlerindikator (2.9), im folgenden kurz "Energiefehlerindikator\ genannt,2andererseits der im letzten Kapitel vorgestellte Fehlersch�atzer auf der Basis des dualen ProblemsVerwendung fand. F�ur die Rechnungen mit dem dualen Problem wurden die folgenden Fehlerfunk-tionale gew�ahlt, die den drei Auswertungsm�oglichkeiten oben entsprechen; da alle drei Funktionalenichtlinear sind, mu� die in Abschnitt 2.4.1 erl�auterte Linearisierung verwendet werden:� Direkte Auswertung des Energie
usses:~Jw(t) = Z T0 Z (v(x; y0; t)(ar') � n+  (aru(x; y0; t)) � n) dx:� Energiemenge oberhalb der Auswertungslinie:~Jw(t) = (�v(�; T );  (�; T ))
\fy>y0g + (aru(�; T );r'(�; T ))
\fy>y0g :� Energiedi�erenz unterhalb der Auswertungslinie:~Jw(t) = h(�v(�; �);  (�; �))
\fy<y0g + (aru(�; �);r'(�; �))
\fy<y0gi� h(�v(�; T );  (�; T ))
\fy<y0g + (aru(�; T );r'(�; T ))
\fy<y0gi :Das Funktional ber�ucksichtigt damit beide Zeitpunkte, zu denen eine Auswertung statt�ndet,gleicherma�en und mit dem entsprechenden Vorzeichen.Daneben wurde zu Vergleichszwecken mit einem linearen ZielfunktionalJ(t) = J (t) = Z T0 ((ar'(x; y0; t)) � n+  (x; y0; t)a) dx: (3.1)gerechnet. Dieses hat keine direkte physikalische Bedeutung (und hat dar�uberhinaus auch kei-ne de�nierte Einheit), vermeidet aber die Problematik der Linearisierung. Es tr�agt lediglich dieInformation �uber die Ausdehnung des Ein
u�gebietes des Zielfunktionals in sich.Bei den Rechnungen mit dem dualen Fehlersch�atzer ist es wichtig, zuerst einige Verfeinerungs-zyklen mit dem Energiefehlerindikator durchzuf�uhren. Beginnt man zu fr�uh damit, den dualenSch�atzer zur Gittersteuerung zu verwenden, so konvergiert der Proze� nicht und die Ergebnissesind unbrauchbar. Der Grund daf�ur liegt darin, da� wegen der nichtlinearen Zielfunktionale dieduale L�osung von der primalen abh�angt; ist diese aufgrund eines zu groben Gitters schlecht ap-proximiert, so wird auch die numerische duale L�osung weit von der exakten entfernt sein und imallgemeinen zu Gitterverfeinerung an den falschen Stellen f�uhren, so da� die primale L�osung imn�achsten Durchlauf genauso schlecht sein wird wie im vorhergehenden. Im Endergebnis konvergiert1Die Anzahl der Freiheitsgrade ist im allgemeinen �uber die einzelnen Zeitschritte aufsummiert angegeben; dadie Zahl zwischen einzelnen Zeitschritten stark schwanken kann, ist dies die einzige vergleichbare Gr�o�e. Allerdingswurde nur die Anzahl der Freiheitsgrade f�ur die urspr�ungliche Variable u akkumuliert, ber�ucksichtigt man auch dieFreiheitsgrade in der Geschwindigkeit v, so erh�alt man den doppelten Wert.2Diese Bezeichnung ist irref�uhrend, weil sie suggeriert, da� es sich um die Energie in der Wellengleichung handelt.Genauer w�are, nur von der elastischen Energie zu sprechen, es sei hier allerdings die Sprechweise �ubernommen, diesich bei der L�osung der Laplace-Gleichung eingeb�urgert hat.



38 KAPITEL 3. ANWENDUNG AUF DIE SOLARE ATMOSPH�AREder Proze� aus adaptiver Gitterverfeinerung und Rechnung nicht, obwohl die Zellzahl best�andigzunimmt.Um die Konvergenzproblemeweit entfernt vom Konvergenzpunkt zu illustrieren, sei ein Beispielbei der Auswertung des Linienintegrals als dualem Funktional angef�uhrt. Das Beispiel zeigt dabeiauch die extrem schlechte Konvergenz dieses Funktionals auf nicht ausreichend feinen Gittern(weniger als ca. 5000 Freiheitsgraden im Mittel pro Zeitschritt).In Abbildung 3.4 ist der Energie
u� durch die Auswertungslinie nach vier und nach achtVerfeinerungsschritten (mit dem Energiefehlersch�atzer) dargestellt. Legt man den Verlauf nachacht Verfeinerungsschritten zugrunde, so wird die duale L�osung im wesentlichen aus drei Pulsenbestehen, die von der Linie zu den Zeiten 345s, 370s und 400s ausgehen und in der Zeit zur�uckpro-pagieren; das Gitter wird nur entlang des Weges dieser drei Pulse verfeinert werden. Finge manjedoch bereits nach vier Verfeinerungsschritten mit dem dualen Fehlersch�atzer an, so bes�a�e dieduale L�osung neben den beiden markanten Pulsen einen starken Anteil, der aus dem Rauschenstammt, das ab etwa 400s einsetzt. Da dieses Rauschen in der R�uckw�artsrechnung vor den beidenPulsen von der Linie ausgeht, ist das Gebiet wo die duale L�osung merklich von Null verschiedenist, erheblich gr�o�er als notwendig, was die f�ur eine gegebene Genauigkeit erforderliche Zellzahlwesentlich in die H�ohe treibt. Hier kommt dar�uberhinaus zum Tragen, da� die duale L�osung nacht � 450s praktisch gleich Null ist, so da� man die weitere Rechnung auf ein grobes Gitter und gro�eZeitschritte beschr�anken kann, da die Fehlerindikatoren nahe Null sind, was bei Linearisierung umden links gezeigten Energie
u� unerkannt bliebe.3
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Abbildung 3.4: Energie
u� durch die Auswertungslinie in Abh�angigkeit von der Zeit bei verschie-denen Verfeinerungsstufen. Die Verfeinerung geschah durch den Energiefehlerindikator.3.4 Ergebnisse der RechnungenIn den folgenden Abschnitten sind die Ergebnisse der Rechnungen bei globaler Verfeinerung, so-wie bei Verfeinerung mit dem Energiefehlerindikator und dem dualen Fehlersch�atzer gegen�uber-gestellt. Es zeigt sich, da� genaue Werte f�ur die interessierende Gr�o�e, den Anteil der von der�Ubergangsschicht transmittierten Energie, nur mit den Rechnungen zu erhalten waren, bei denendas Gitter mit dem Energiefehlerindikator verfeinert wurde; der vermutliche Wert f�ur diese Gr�o�eist 0:0270 � 0:0015, d. h. es werden knapp drei Prozent der Energie durchgelassen. Dieser Wertliegt in einer Gr�o�enordnung, die mit einer einfachen Rechnung auch zu erwarten ist: der analy-tische Ausdruck f�ur den an einer Unstetigkeit des Brechungsindex' transmittierten Energieanteils3Die Verwendung dieser Information setzt voraus, da� die Gitterverfeinerung in einer Art durchgef�uhrt wird, beider die Fehlerindikatoren zweier Raum-Zeit-Zellen auch dann miteinander verglichen werden, wenn sie verschiedenenZeitschritten angeh�oren. Dies ist bei bis zu 50.000.000 Freiheitsgraden eine erhebliche programmtechnische Heraus-forderung. Im verwendeten Programm wurde diese Optimierung deshalb nicht verwendet, obwohl klar ist, da� siezu einer weiteren drastischen Reduktion der Freiheitsgrade f�uhren w�urde. Zu Details hierzu vergleiche Abschnitt4.5.3.



3.4. ERGEBNISSE DER RECHNUNGEN 39ist durch �EE = nn0 + n = 1n0n + 1gegeben, wobei n0 und n die Brechnungsindizes auf den beiden Seiten der Unstetigkeit sind. Hiersind n; n0 linear von der Wurzel aus der Temperatur T abh�angig, so da� sich der Energiebruchteilzu �EE � 1q TKoronaTChromosph�are + 1 � 120 + 1 � 0:048ergibt. Ber�ucksichtigt man noch den streifenden Einfall eines Teils der Welle, so ist der erhalteneWert in der Gr�o�enordnung des erwarteten.3.4.1 Verfeinerung mit einem EnergiefehlerindikatorIn den Abbildungen 3.5 und 3.6 sind die Ergebnisse der Rechnungen bei Verfeinerung mit demEnergiefehlerindikator dargestellt. Das Gitter4 ist recht gut an die L�osung angepa�t, es folgt sowohlder transmittierten Welle mit ihrer hohen Geschwindigkeit, als auch dem nach unten zur�uckre
ek-tierten Anteil.

Abbildung 3.5: Mit dem Energiefehlerindikator erzeugte Gitter zu den Zeiten t =250s, 375s und650s.Die Ergebnissen der numerischen Auswertung der Rechnungen in Abbildung 3.6 lassen sich diefolgenden zusammenfassen:� Die Auswertung der Energie oberhalb der Me�linie konvergiert recht gut gegen einen festenWert. Dagegen ist die Auswertung der Energiedi�erenz unterhalb dieser Linie sehr ungenau;das liegt daran, da� der numerische Verlust in der Gesamtenergie, der durch die variablenGitter verursacht wird, diesem Funktional zugerechnet wird. Da sich die in den oberen Teil4Es ist nur der untere Teil des Gebiets dargestellt, da nur dieser interessant ist. Der obere Teil wurde nur alsErsatz f�ur absorbierende Randbedingungen eingef�uhrt, so da� dort nichts wesentliches mehr passiert.



40 KAPITEL 3. ANWENDUNG AUF DIE SOLARE ATMOSPH�ARE
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Abbildung 3.6: Ergebnisse der verschiedenen Auswertungsmethoden bei Rechnungen mit dem Ener-giefehlerindikator; links bilineare Elemente, rechts bikubische. Aufgetragen ist der die �Ubergangs-schicht passierenden Anteil der Gesamtenergie gegen die kumulierte Anzahl an Freiheitsgraden.des Gebiets transmittierte Energiemenge nur in der Gr�o�enordnung von zwei bis drei Prozentder Gesamtenergie bewegt, mu� letztere numerisch auf wesentlich besser als ein Prozentkonstant gehalten werden. Dies ist erst in den letzten Verfeinerungsschritten der Fall, so da�erst in diesen eine gute Genauigkeit bei der Auswertung dieses Funktionals gegeben war;davor ist das Gitter noch zu grob.Andererseits ist die Auswertung der Energie oberhalb der Me�linie sehr stabil gegen dieseArt von St�orungen, da auf der einen Seite ohnehin nur numerischer Energieverlust nacht = � eine Rolle spielt, auf der anderen Seite der Energieverlust im Hauptteil der Welle,d. h. unterhalb der Linie irrelevant ist. Bewegt sich der numerische Energieverlust also inder Gr�o�enordnung von beispielsweise einigen Prozent auf einem m�a�ig feinen Gitter, soverf�alscht er auch das Ergebnis bei diesem Funktional nur um die entsprechende Anzahl anProzenten, w�ahrend er bei der Auswertung der Energie unterhalb der Linie einen Fehler vonmehreren hundert Prozent ausmachen kann.� Die Auswertung mit dem Linienintegral konvergiert ebenfalls recht schlecht. Dies ist ver-st�andlich, beachtet man die Verl�aufe in Abbildung 3.4 und deckt sich mit der generellenAussage, da� die Konvergenzordnung von Integralen �uber Linien oder Punktauswertungeneine schlechtere Konvergenzordnung haben als Gebietsintegrale. Andererseits ist zu beachten,da� es sich nicht eigentlich um ein Linienintegral handelt, da die Energie ja �uber die Liniehinwegtransportiert wird, was letztlich mit der Herleitung dieses Integrals als Divergenzder Energiemenge in einem der beiden Teilgebiete zusammenh�angt; der Charakter diesesFunktionals entspricht daher eher dem eines Gebietsintegrals als dem eines Linienintegralsbei elliptischen Gleichungen.� Aus dem rechten Teil der Abbildung 3.6 l�a�t sich die deutlich bessere Konvergenz der Rech-nung mit bikubischen Elementen ablesen. Vor allem die Erhaltung der Gesamtenergie isterheblich besser, so da� die Auswertung der Energiedi�erenz unterhalb der Auswertungslini-en bessere Ergebnisse zeigt. Die Auswertung des Linienintegrals ist jedoch ebenso unsicherwie bei linearen Elementen. Trotz der niedrigeren Anzahl von Freiheitsgraden f�ur eine ver-gleichbare Genauigkeit ist der numerische Aufwand nicht geringer oder sogar h�oher als beilinearen Elementen, da die Anzahl der Eintr�age in dem Systemmatrizen gr�o�er ist, was dieben�otigte Anzahl an Operationen f�ur Matrix-Vektor-Multiplikationen erh�oht.Aus den jeweils genauesten Erfgebnissen der beiden Rechnungen und den verschiedenen Wegender Auswertung l�a�t sich f�ur den Anteil der von der �Ubergangszone transmittierten Energie derWert 0:0270 � 0:0015, das hei�t mit einer Genauigkeit von rund f�unf Prozent bestimmen. Die



3.4. ERGEBNISSE DER RECHNUNGEN 41Fehlergrenzen wurden dabei symmetrisch so gew�ahlt, da� alle sechs Datenpunkte innerhalb diesesIntervalls liegen.3.4.2 Verfeinerung mit dem dualen Sch�atzerIn den Abbildungen 3.7, 3.8 und 3.9 sind die mit den drei nichtlinearen Zielfunktionalen erzeugtenGitter dargestellt. Die Gitter, die mit dem linearen Zielfunktional (3.1) erzielt wurden, �ahnelndenen des nichtlinearen Funktionals auf der Auswertungslinie, sind aber etwas voller. Im wesent-lichen entsprechen die Gitter dem, was man aufgrund der anschaulichen Bedeutung des dualenProblems jeweils erwarten w�urde. Es ist dabei zu beachten, da� zuerst etliche Verfeinerungsschrittemit dem Energiefehlerindikator durchgef�uhrt wurden, bevor auf den dualen Sch�atzer umgeschaltetwurde; da nur einige wenige Schritte mit letzterem gemacht wurden, bestehen noch Bereiche mitrelativ feinen Zellen, die nicht zum Zielfunktional beitragen, beispielsweise ober- und unterhalbder Auswertungslinie am Endzeitpunkt in Abbildung 3.7, unterhalb der Auswertungslinie am End-zeitpunkt in Abbildung 3.8 und oberhalb jener in Abbildung 3.9. Diese Bereiche w�urden in denn�achsten Verfeinerungsschritten aufgel�ost und durch grobe Gitter ersetzt, wof�ur allerdings mehrVerfeinerungsschritte mit dem dualen Fehlersch�atzer n�otig w�aren.

Abbildung 3.7: Mit dem dualen Sch�atzer erzeugte Gitter zu den Zeiten t =250s, 375s und 650s.Als Fehlerfunktional diente der Flu� durch die Auswertungslinie.W�ahrend die Gitter in etwa den erwarteten entsprechen, zeigen die numerischen Ergebnisse derAuswertungen der Rechnungen entt�auschendes Verhalten. Dieses ist in den Abbildungen 3.10 und3.11 f�ur die vier verschiedenen Zielfunktionale dokumentiert. In jeder der Abbildungen sind alledrei Wege der Auswertung dargestellt; allerdings ist eigentlich nur die zum Zielfunktional passendeangebracht, die in Abbildung 3.12 f�ur die verschiedenen Rechnungen einander gegen�ubergestelltwerden.Bei den gezeigten Kurven ist zu beachten, da� die ersten Datenpunkte jeweils durch Verfeine-rung mit dem Energiefehlerindikator erhalten wurden. Die entsprechende Anzahl an Schritten istin den Abbildungen vermerkt. Nachdem auf den dualen Fehlersch�atzer umgestellt wurde, verrin-gert sich die Zellzahl h�au�g in den ersten Schritten, da mehr Zellen aufgel�ost als verfeinert werden,so da� die Kurven r�uckl�au�ges Verhalten zeigen. Erst nach einigen wenigen Verfeinerungsschrittenmit dem dualen Fehlersch�atzer nimmt die Anzahl der Zellen wieder zu.



42 KAPITEL 3. ANWENDUNG AUF DIE SOLARE ATMOSPH�ARE

Abbildung 3.8: Mit dem dualen Sch�atzer erzeugte Gitter zu den Zeiten t =250s, 375s und 650s.Als Fehlerfunktional diente die Energie oberhalb der Auswertungslinie zum Endzeitpunkt.

Abbildung 3.9: Mit dem dualen Sch�atzer erzeugte Gitter zu den Zeiten t =250s, 375s und 650s.Als Fehlerfunktional diente die Di�erenz der Energien unterhalb der Auswertungslinie zu denZeitpunkten t = T = 650s und t = � = 60s.
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Abbildung 3.10: Ergebnis der Auswertungen bei Verfeinerung mit dem dualen Problem. LinksVerfeinerung mit dem nichtlinearen, rechts mit dem linearen Linienintegral, wobei die ersten 7bzw. 5 Datenpunkte mit dem Energiefehlerindikator gewonnen wurden.
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Abbildung 3.11: Ergebnis der Auswertungen bei Verfeinerung mit dem dualen Problem. LinksVerfeinerung mit dem Zielfunktional der Energie oberhalb der Auswertungslinie am Endzeitpunkt,rechts mit der Energiedi�erenz unterhalb der Auswertungslinie, wobei jeweils die ersten 6 Daten-punkte mit dem Energiefehlerindikator gewonnen wurden.In allen F�allen zeigte die Auswertung nach dem Umschalten nicht das erw�unschte konvergenteVerhalten. Das aus Darstellungsgr�unden nicht mehr sichtbare weitere Verhalten der Auswertungdes Linienintegrals bei linearen Zielfunktional divergiert und nimmt Werte gr�o�er als 0:2 an,was mit den zu erwartenden Werten von etwa 0:027 zu vergleichen ist. Zwar wurden zu wenigeVerfeinerungsschritte mit dem dualen Sch�atzer durchgef�uhrt, um �uber die Konvergenz endg�ultigeAussagen tre�en zu k�onnen, es deuten aber andere Indizien, beispielsweise das wieder zunehmendehochfrequente Rauschen beim Energie
u� durch die Auswertungslinie nach den zwei Hauptpulsen(vgl. Abbildung 3.4), darauf hin, da� die Rechnungen auch in weiteren Verfeinerungsschritten nichtkonvergieren k�onnten.Zur Untersuchung, weshalb die Verfeinerung mit dem dualen Fehlersch�atzer so schlecht kon-vergiert, wurde der in Abschnitt 2.4.6 hergeleitete Ausdruck f�ur den Linearisierungsfehler beider Bestimmung des Energie
usses durch die Auswertungslinie, (2.30), n�aherungsweise numerischausgewertet. Die Ergebnisse sind in Abbildung 3.13 dargestellt; dabei wurden die folgenden Be-zeichnungen verwendet:� i: Verfeinerungsstufe;� N (i): �Uber die Zeitschritte summierte Anzahl von Freiheitsgraden;� J (w(i)h ) = �(w(i)h ): Bei dieser Verfeinerungsstufe berechneter Energie
u� durch die Kurve;
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Abbildung 3.12: Ergebnis der Auswertungen bei Verfeinerung mit dem dualen Problem. Vergleichder zum jeweiligen dualen Funktional geh�orenden Auswertung.� J(e(i)) = J (w)�J (w(i)h ): Tats�achlicher Fehler bei Annahme der Exaktheit w = w(8)h ;� ~J(e(i)) = R T0 RC �v(i)h (ar(u� u(i)h )) � n(v � v(i)h )(aru(i)h ) � n� ds dt: Mit dem linearisiertenProblem gesch�atzter Fehler. In einer Simulation ist die exakte L�osung nicht bekannt und die-se Gr�o�e kann nur mit Hilfe des dualen Problems und den damit erhaltenen Fehlersch�atzernberechnet werden; bei der L�osung der dualen Problems treten zus�atzliche Fehler auf, die dieBerechnung dieses exakten Fehlers oft sehr ungenau werden lassen. Hier wurde die Fehleri-dentit�at ohne Verwendung des dualen Problems ausgewertet, indem f�ur die exakte L�osungdie genaueste numerische L�osung w(8)h eingesetzt wurde;� �J(e(i)) = J(e(i)) � ~J(e(i)): Di�erenz zwischen echtem Fehler und mit dem linearisiertenFunktional gesch�atztem Fehler;� j�J(e(i))jjJ(e(i)j : Verh�altnis von Linearisierungsfehler und Wert des tats�achlichen Fehlers.Die Daten entstammen einer Rechnung mit Verfeinerung durch den Energiefehlerindikator; derEnergie
u� f�ur zwei Verfeinerungsstufen ist in Abbildung 3.4 dargestellt.Zur Bestimmung des Linearisierungsfehlers ist die Kenntnis der exakten primalen L�osungnotwendig; da diese nicht bekannt ist, wurde f�ur w = (u; v) die genaueste, bekannte L�osungw(8)h = (u(8)h ; v(8)h ) eingesetzt. Es kann davon ausgegangen werden, da� diese eine gute Sch�atzungf�ur die exakte L�osung darstellt, ebenso f�ur den auf den ersten Blick nicht gut auskonvergiertenWert des Energie
usses (zweite Spalte der Tabelle), da die Unterschiede in den au�ntegriertenEnergie
�u�sen bei verschiedenen Verfeinerungsstufen zu einem erheblichen Teil durch die Oszilla-tionen nach den drei Hauptpulsen hervorgerufen wird; der integrierte Energie
u� nach t = 450sbetr�agt f�ur i = 8 nur noch rund ein Zehntel des Wertes bei i = 7 und hat nur noch einen Anteilvon etwa zwei Prozent am Gesamtenergie
u�. Als Mittelwert aus den verschiedenen Auswertungenbei linearen und kubischen Elementen ergibt sich ein integrierter Energie
u� von (6:7� 0:4) � 108,also sehr nahe an dem in der Tabelle verzeichneten Wert, so da� die Wahl von w(8)h gerechtfertigterscheint.Aus der Tabelle geht hervor, da� der Linearisierungsfehler im Verh�altnis zum tats�achlichenFehler zwar mit zunehmender Verfeinerung kleiner wird (er sollte etwa mit der Ordnung h gehen),



3.4. ERGEBNISSE DER RECHNUNGEN 45i N (i) J (w(i)h ) J (w)�J (w(i)h ) ~J(e(i)) �J(e(i)) j�J(e(i))jjJ (w)�J (w(i)h )j0 26.100 2:77 � 108 3:97 � 108 �3:38 � 108 7:35 � 108 1:851 62.086 7:16 � 109 �6:48 � 109 �1:57 � 1010 9:24 � 109 1:432 143.491 5:54 � 109 �4:86 � 109 �1:12 � 1010 6:37 � 109 1:313 367.371 1:66 � 109 �9:84 � 108 �2:90 � 109 1:92 � 109 1:954 934.488 3:01 � 109 �2:34 � 109 �4:86 � 109 2:53 � 109 1:085 2.336.911 1:05 � 109 �3:77 � 108 �8:41 � 108 4:64 � 108 1:236 5.513.318 1:02 � 109 �3:46 � 108 �6:87 � 108 3:41 � 108 0:997 15.277.876 7:91 � 108 �1:17 � 108 �2:22 � 107 1:05 � 108 0:908 42.026.038 6:74 � 108 { { { {Abbildung 3.13: Bestimmung des Linearisierungsfehlers bei nichtlinearen Zielfunktionalen. Manbeachte, da� die ersten drei Datens�atze im wesentlichen ohne Aussage sind, da dort die Gesamt-energie um mehr als einen Faktor vier vom richtigen Wert abweicht, damit auch der Energie
u�zu gro� ist und der Vergleich mit J (w) = �(w) � �(w(8)h ) = J (w(8)h ) nicht realistisch sein kann.Weitere Erl�auterungen im Text.jedoch selbst bei sehr genauen Rechnungen immer noch in der selben Gr�o�enordnung wie derGesamtfehler liegt. Die Linearisierung um die numerische L�osung ist daher recht schlecht, undman mu� erwarten, da� die numerisch berechnete duale L�osung erheblich von der tats�achlichenabweicht. F�uhrt man die Fehlersch�atzung und Verfeinerung durch L�osung eines dualen Problemstats�achlich durch (die Daten der Tabelle wurden durch Verfeinerung mit einem Energiefehlerindi-kator gewonnen), so zeigen die berechneten Fehlersch�atzer keinerlei Korrelation mit dem Fehler,den man durch Vergleich mit der genauesten vorhandenen L�osung erwartet, und die erzeugtenGitter zeigen Verfeinerung in Gebieten, die f�ur die Berechnung der Zielgr�o�e nicht relevant sind.Ob die schlechte Linearisierung erkl�art, weshalb in den gerechneten Beispielen der Proze� ausGitterverfeinerung und Rechnung von primalem und dualem Problem nicht konvergiert und derAnsatz mit dem dualen Fehlersch�atzer fehlschl�agt, ist nicht vollst�andig klar; insbesondere ist nichtklar, weshalb die eigentlich gut adaptierten Gitter zu keinem entsprechenden Ergebnis f�uhren. Eskommen aber eine Reihe weiterer M�oglichkeiten in Betracht, die im Rahmen dieser Arbeit jedochnicht mehr untersucht werden konnten. Insbesondere ist hier das Problem zu nennen, da� Wellenam �Ubergang zu gr�oberen Gittern teilweise re
ektiert werden. Da der duale Fehlersch�atzer imGegensatz zum Energiefehlerindikator versucht, Teile der Wellen auf groben Gittern zu berechnen,wenn sie nicht im Ein
u�gebiet des Zielfunktionals liegen, ist zu erwarten, da� diese unerw�unschteRe
exion relevante Ausma�e annehmen kann. Sie w�are dann in der Lage, die Ergebnisse erheblichzu verf�alschen. In Abschnitt 5.4 sind einige, allerdings unvollst�andige Untersuchungen zum Ein
u�von Gitterunstetigkeiten bei einem Modellfall zu �nden. Gest�utzt wird die These, da� Re
exion anGitterunstetigkeiten der Grund f�ur die schlechten Ergebnisse ist, von der Beobachtung, da� das inAbbildung 3.4 gezeigte hochfrequente Rauschen nach den zwei Hauptpulsen nach der Umschaltungvom Energiefehlerindikator auf den dualen Fehlersch�atzer wieder zunimmt, was von gestreutenWellen verursacht sein k�onnte; letztlich ist diese These aber nicht bewiesen und verlangt nachweiteren Untersuchungen.3.4.3 Globale VerfeinerungZum Vergleich sind noch die erhaltenen Werte bei globaler Verfeinerung aufgef�uhrt. Wie Abbil-dung 3.14 zu entnehmen ist, ist der Anteil der Energie, der die �Ubergangsschicht passiert, deutlichniedriger als bei den Ergebnisse mit adaptiver Verfeinerung. Obwohl die Kurve recht 
ach ist,kann man davon ausgehen, da� sie keine konvergierten Werte repr�asentieren. Der Grund daf�ur istder in Abbildung 3.15 dargestellte Energie
u� durch die Auswertungslinie, der mit den Ergebnisseaus Abbildung 3.4 zu vergleichen ist; die noch stark oszillierende Kurve ist zwar im Vergleich mitden vorhergehenden Verfeinerungsstufen deutlich glatter, aber nicht vergleichbar mit dem Ergeb-



46 KAPITEL 3. ANWENDUNG AUF DIE SOLARE ATMOSPH�AREnis der feinsten adaptiven Rechnung. Die Oszillation stammt, wie in Abbildung 3.4 links, voneinem zu groben Gitter; der glattere Verlauf liegt in der Abwesenheit der bei adaptiven Rech-nungen vorhandenen St�orungen durch Gitter�anderungen begr�undet. Besonders bemerkenswert istder unphysikalische und damit o�ensichtlich falsche zeitweilige negative Energie
u�, der bei denadaptiven Rechnungen auch nicht auftritt.
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Abbildung 3.14: Ergebnisse bei globaler Verfeinerung.
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Abbildung 3.15: Energie
u� durch die Auswertungslinie in Abh�angigkeit von der Zeit bei verschie-denen Verfeinerungsstufen. Die Verfeinerung geschah durch globale Verfeinerung. Man vergleichedie Ergebnisse mit denen aus Abbildung 3.4, die mit deutlich weniger Freiheitsgraden gewonnenwurden.Aus den genannten Gr�unden mu� davon ausgegangen werden, da� noch erheblich mehr als dieverwendeten 68.000.000 Freiheitsgrade n�otig w�aren, um ein vergleichbares Ergebnis wie bei denadaptiven Rechnungen zu erhalten; diese wurden freilich mit maximal rund 42.000.000 Freiheits-graden erzielt.Bemerkenswert an den Ergebnissen aus Abbildung 3.14 ist noch, da� die drei Auswertungs-m�oglichkeiten praktisch die selben Werte ergeben. Das liegt einerseits an der Energieerhaltungin Abwesenheit von Gitter�anderungen (das begr�undet die Gleichheit der Ergebnisse der Energie-auswertung ober- und unterhalb der Linie), bedeutet aber andererseits auch, da� praktisch dergesamte Energieaustausch zwischen den beiden Teilen des Gebiets durch die Auswertungsliniestatt�ndet. Letzteres ist angesichts der globalen Kopplung der in jedem Zeitschritt zu l�osendenelliptischen Gleichung nicht selbstverst�andlich; insbesondere zeigen die Ergebnisse adaptiver Rech-nungen, da� durch Gitter�anderung Energie auch nichtlokal auf dem Gitter verteilt wird, was dazuf�uhrt, da� sich au�ntegrierter Energie
u� durch die Auswertungslinie und die oberhalb dieser Linievorhandene Energie unterscheiden.



Kapitel 4Technische Aspekte derImplementationIn diesem Kapitel sind einige der Aspekte der Implementation des Problems kurz beschrieben,die nicht zu den �ublichen Standardtechniken bei Programmierung mit �niten Elementen geh�oren.Dazu geh�oren insbesondere die Behandlung h�angender Knoten, aber auch der Transfer von Finite-Elemente-Funktionen von einem Gitter zu einem anderen. Die Behandlung von h�angenden Knotenfolgt im wesentlichen [22, 4, 5]. Der Transfer zwischen Gittern ist parallel zu [19] implementiert.Eine ausf�uhrliche technische Referenz der deal.II-Bibliothek ist unter [3] zu �nden.4.1 Die deal.II-BibliothekDas Programm, das die in dieser Arbeit beschriebenen Methoden implementiert, basiert auf derparallel zur Arbeit entstandenen Bibliothek deal.II. Sie ist im wesentlichen eine Neuimplemen-tation einiger Verfahren, die anhand der am Institut f�ur Angewandte Mathematik in den letztenJahren entwickelten Bibliothek DEAL entwickelt wurden, d. h. insbesondere die Verwendung vonh�angenden Knoten bei hierarchischen Gittern und die Verwendung von Fehlersch�atzkonzepten zuradaptiven Gitterverfeinerung. Von DEAL unterscheidet sie sich jedoch in wesentlichen Punkten,darunter unter anderem:� Verschiedene Finite Elemente: Es wurde eine Schnittstelle de�niert, die es erlaubt nahezubeliebige Elementtypen zu implementieren. Dazu mu� der Bibliothek lediglich die folgendeInformation bekanntgegeben werden:{ wieviele Freiheitsgrade ein Element pro Knoten, Kante und Zelle hat;{ wie die Interpolation entlang von Kanten zu erfolgen hat, an der Zellen unterschiedlicherGr�o�e zusammenkommen;{ wie die Interpolations- und Prolongationsmatrizen zwischen Zellen und ihren Kindernaussehen.Mit diesen Informationen kann die Bibliothek die Verteilung von Freiheitsgraden, die Be-rechnung von Nebenbedingungen f�ur h�angende Knoten u.�a. vornehmen, ohne �uber das ver-wendete Element genauer Bescheid zu wissen.F�ur die Numerik sind eine Reihe von Funktionen zu implementieren, die Werte, Ableitungen,lokale Massematrizen, usw. der Basisfunktionen zur�uckliefern. Diese Funktionen haben eben-falls einheitliche Namen, so da� es m�oglich ist, Programme ohne Kenntnis des verwendetenElements zu schreiben und die Auswahl des Elements zur Laufzeit vorzunehmen.Im Moment sind Lagrange-Elemente mit linearen bis quartischen Ansatzgraden, sowie einspezielleres Element implementiert. 47



48 KAPITEL 4. TECHNISCHE ASPEKTE DER IMPLEMENTATION� Dimensionsunabh�angigkeit: Die meisten Programme lassen sich dimensionsunabh�angig for-mulieren, wenn man ber�ucksichtigt, da� Operationen im allgemeinen auf Zellen und ihrenSeiten statt�nden. Die Bibliothek unterst�utzt dies, indem sie neben den Datentypen Hex,Quad und Line auch logische Typen wie Cell und Face de�niert. Diese werden je nach derverwendeten Dimension auf die richtigen Objekte gesetzt, so da� eine Schleife �uber Zellen inzwei Dimensionen �uber Vierecke, in drei Dimensionen �uber Hexaeder geht.Die bei weitem meisten Algorithmen in Anwenderprogrammen und der Bibliothek lassen sichauf diese Weise dimensionsunabh�angig schreiben und sind in einer, zwei und drei Dimensio-nen ohne �Anderung lau��ahig. Dies vereinfacht nicht nur die Programmierung sondern verrin-gert durchWiederverwendung von Programmteilen auch erheblich das Risiko von Fehlern, danicht die gleichen Algorithmen in verschiedenen Versionen f�ur unterschiedliche Dimensionengewartet werden m�ussen.� Moderne Programmiertechniken: Durch die Verwendung von in den letzten Jahren entwickel-ten Programmiertechniken, insbesondere Templates und Iteratoren und durch die Nutzungder Standard Template Library von C++ ist die Programmierung der Bibliothek erheblicheinfacher und weniger fehleranf�allig; erst die Nutzung dieser M�oglichkeiten hat es erlaubt,dimensionsunabh�angige Algorithmen zu schreiben.Dar�uberhinaus macht die Bibliothek wesentlich mehr als DEAL von Fehlerabfragen zurLaufzeit Gebrauch, um Programmierfehler fr�uhzeitig zu erkennen. F�ur Produktionsrechnun-gen und ausgetestete Programme kann die Fehlerpr�ufung ausgeschaltet werden.4.2 Transfer von einem Gitter zum anderenBei der Diskretisierung ist in jedem Zeitschritt eine Gleichung des folgenden Typs zu l�osen:(�+ �A)u1 = �u0 + �k�v0 � 
Au0:Die Faktoren �, � und 
 spielen in diesem Abschnitt keine Rolle. Mit �niten Elementen im Raumdiskretisiert ergibt sich die folgende Aufgabe: Suche u1h 2 V 1, so da� f�ur alle  1 2 V 1(�u1h;  1) + �a(u1h;  1) = (�u0h;  1) + �k(�v0h;  1)� 
a(u0h;  1) (4.1)gilt. Dabei sind u0h; v0h 2 V 0, und V 0 und V 1 seien die Ansatzr�aume auf den Gittern zum vorigenund zum aktuellen Zeitschritt.Schreibt man das Problem in ein Gleichungssystem um, so ergibt sich(M1ij + �A1ij)u1j =M10ij u0j + �kM10ij v0j � 
A10ij u0jmit den Matrizen M1ij = (��1i ; �1j );A1ij = (r�1i ;r�1j );M10ij = (��1i ; �0j ) undA10ij = (r�1i ;r�0j ):Dabei sind die �0j 2 V 0; �1j 2 V 1 die Basisfunktionen der jeweiligen Finite-Element-R�aume.W�ahrend M1; A1 2 Rn1�n1 quadratische Matrizen der Dimension n1 des Ansatzraums zum neu-en Zeitschritt sind, gilt M10; A10 2 Rn1�n0 , mit n0 der Dimension des Ansatzraumes zum altenZeitschritt.Die Aufstellung der MatrizenM1; A1 ist Standard und bietet keine besonderen Schwierigkeiten,wenn sie zellweise durchgef�uhrt wird. F�ur die Aufstellung der anderen Matrizen spalten wir dieIntegration �uber Zellen auf: M10ij = XK2T(��1i ; �0j )K = XK2TM10;Kij



4.3. BEHANDLUNG VON DIRICHLET-RANDWERTEN 49Dabei sei T eine Triangulierung des Gebiets so, da� jedes K 2 T sowohl in T0 als auch in T1enthalten ist, wobei Tn die Triangulation des Gebiets im nten Zeitschritt de�niere; Kinder vonK seien h�ochstens in einem der beiden Gitter enthalten. Anschaulich ist T die Menge der jeweilsfeinsten Zellen, die in beiden Gitter noch enthalten sind. Zur Illustration fordern wir, da� sich dieZellen der beiden Gitter um h�ochstens ein Verfeinerungslevel unterscheiden d�urfen, d. h. da� jedesK 2 T entweder auf keinem der beiden Gitter Kinder hat oder auf genau einem der beiden Gittergenau einmal verfeinert ist. Diese Einschr�ankung ist hier nur der Einfachheit halber gemacht; Ver-feinerungen �uber mehrere Stufen sind m�oglich und werden rekursiv mit dem unten beschriebenenVerfahren gehandhabt.Bei nur einer Verfeinerung gibt es drei F�alle zu unterscheiden:1. K ist auf keinem der beiden Gitter weiter verfeinert; dann ist dim(V 1jK) = dim(V 0jK) undM10;Kij ist die �ubliche zellweise Massematrix.2. K ist auf T0 einmal verfeinert; dann ist dim(V 1jK) < dim(V 0jK). F�ur konforme Ans�atzemit einer Schachtelung der Ansatzr�aume gilt insbesondere V 1jK � V 0jK .3. K ist auf T1 einmal verfeinert; dann ist dim(V 1jK) > dim(V 0jK). F�ur konforme Ans�atzemit einer Schachtelung der Ansatzr�aume gilt hier V 1jK � V 0jK .Die F�alle 2 und 3 sind etwas aufwendiger. F�ur geschachtelte Ansatzr�aume lie�e sich beispiels-weise f�ur den zweiten Fall die Funktion �1i jK durch die Basisfunktionen aus V 0 darstellen:�1i jK =Xl2L cil�0l jK ; (4.2)mit f�0l gl2L der Menge aller Basisfunktionen mit Tr�ager auf K. Die Matrix cil ist unabh�angig vonK und konstant. Damit l�a�t sich M10;Kij durch eine Summe �uber die Kindzellen von K schreiben:M10;Kij = (��1i ; �0j )K=Xl2L cil(��0l ; �0j )K=Xk2KXl2L cil(��0l ; �0j )k=Xk2KXl2L cilM0;klj ;wobei K die Menge der Kindzellen von K darstelle. Die Berechnung von M10;Kij ist somit wiederauf eine Summation �uber zellweise Massematrizen zur�uckgef�uhrt. Der umgekehrte, dritte Fall, da�K nur auf T1 verfeinert ist, geht ganz analog, indem man �0i entsprechend (4.2) durch die �1lausdr�uckt.Die Darstellung (4.2) setzt voraus, da� V 1jK � V 0jK , das hei�t da� sich jede Basisfunktiondurch die Basisfunktionen auf h�oheren Verfeinerungsleveln darstellen l�a�t. Das ist bei den in dieserArbeit verwendeten Lagrange-Elementen immer gegeben. Bei anderen Finite-Elemente-Klassenist die Aufstellung der rechten Seite von (4.1) nicht so einfach und im allgemeinen auch nicht exaktdurchzuf�uhren, da Quadraturen verwendet werden m�ussen.4.3 Behandlung von Dirichlet-RandwertenZur Illustration der Behandlung von Dirichlet-Randwerten betrachten wir beispielhaft die Glei-chung ��u = f x 2 
;u = g x 2 @
:



50 KAPITEL 4. TECHNISCHE ASPEKTE DER IMPLEMENTATIONDurch Wahl einer Funktion u0 mit u0 = g auf @
 l�a�t sich ebensogut das folgende Problem l�osen:suche ~u = u� u0, so da���u = f +�u0 x 2 
;u = 0 x 2 @
gilt. Die Randwerte sind damit homogen geworden. In den meisten F�allen ist die Randfunktion gnicht durch die Spur einer Finite-Elemente-Funktion u0;h darstellbar, so da� man mit einer appro-ximativen Behandlung der Randwerte auskommen mu�, beispielsweise durch Verwendung einerProjektion oder Interpolation auf die Spur des Ansatzraumes, ~g = PV 0g oder ~g = IV 0g, und diedazugeh�orige Funktion ~u0. In der Praxis ist die Wahl einer geeigneten Funktion ~u0 jedoch unprak-tisch; stattdessen gibt es zwei Ans�atze zur direkten Behandlung der urspr�unglichen Gleichung, diebeide darauf beruhen, Systemmatrix und rechte Seite auf allen Zellen des Gebiets und damit mitallen Freiheitsgraden aufzubauen und anschlie�end den durch die Randbedingungen festgelegtenFreiheitsgraden auf dem Rand eine spezielle Behandlung zukommen zu lassen:Filtern: diese Methode bietet sich an, wenn die linearen Gleichungen durch iterative Verfahrengel�ost werden. Die meisten iterativen L�oser lassen sich als Defektkorrekturverfahren schreiben, dashei�t es wird ein Anfangswert berechnet, der anschlie�end jeweils nur noch durch additive Kor-rekturen ver�andert wird. Das Filtern funktioniert nun so, da� man dem Startvektor die richtigenWerte f�ur die Freiheitsgrade auf dem Rand aufzwingt und bei den Korrekturvektoren die Eintr�agef�ur diese Freiheitsgrade jeweils auf Null setzt (�ltern), was einer modi�zierten Matrix-Vektor-Multiplikation entspricht, die der Multiplikation mit der Systemmatrix aus dem modi�ziertenProblem entspricht.Dieser Ansatz wurde in deal gew�ahlt. Er ist in vielen F�allen, wo nur wenige Iterationen zurL�osung gebraucht werden, bedeutend schneller als der zweite Weg, verlangt aber viel Sorgfalt beider Implementation der linearen Algebra.Elimination aus der Matrix: diese Methode ist bei allen L�osern m�oglich, insbesondere auch f�urdirekte L�oser. Sie beruht darauf, da� die betro�enen Freiheitsgrade tats�achlich aus der Matrix undder rechten Seite eliminiert werden, wodurch sich die Dimension des linearen Gleichungssystems aufdie Anzahl der tats�achlich freien Freiheitsgrade reduziert. Da das Umkopieren in eine neue, kleinereMatrix und einen entsprechenden Vektor zu unpraktisch und mit zu gro�em Speicheraufwandverbunden w�are, geht man wie folgt vor: f�ur jeden Freiheitsgrad auf dem Rand wird zuerst dieentsprechende Zeile aus der Matrix gestrichen, lediglich der Diagonaleintrag bleibt stehen. DerWert der rechten Seite wird so gesetzt, da� der L�osungsvektor den richtigen Wert bekommt. Dain dieser Zeile nun nur noch ein einziger Eintrag steht, ist der Wert des Freiheitsgrades tats�achlichfestgelegt. Um die Matrix wieder positiv de�nit und vor allem symmetrisch zu machen wird nun mitdieser Zeile ein Gau�-Eliminations-Schritt gemacht, um auch alle Eintr�age der entsprechendenSpalte zu Null zu machen; dabei wird auch die rechte Seite entsprechend modi�ziert. Durch denEliminationsschritt ist der Freiheitsgrad vom Rest des Gleichungssystems abgekoppelt.F�ur einige Iterationsverfahren ist die Durchf�uhrung des Eliminationsschritts nicht einmal n�otig,wie man sich �uberlegen kann. Der Allgemeinheit halber wurde aber kein Gebrauch von dieserTatsache gemacht.Schreibt man sich das Verfahren genau hin, dann entsprechen Matrix und Vektor abgesehen vonden zus�atzlichen Zeilen und Spalten genau denen, die entst�unden wenn man das oben beschriebenemodi�zierte kontinuierliche Problem l�osen w�urde, wobei f�ur ~u0 die Funktion gew�ahlt wird, die nurauf der �au�ersten Schicht von Zellen lebt und auf dem ganzen Gebiet stetig ist (diese Funktion isteindeutig).Der beschriebene Weg wurde in deal.II gew�ahlt. Er ist etwas allgemeiner als das Filtern, hatjedoch den Nachteil, da� der Eliminationsschritt in schwach besetzten Matrizen mit erheblichemRechenaufwand in den verteilten Datenstrukturen verbunden ist. Vom Standpunkt der Rechen-zeit lohnt er sich nur f�ur gr�o�ere Probleme, bei denen viele Iterationsschritte n�otig sind, da derAufwand f�ur das Filtern in jedem Schritt anf�allt, w�ahrend die Elimination nur einmal n�otig ist. Inder Summe ist der Implementationsaufwand wohl geringer, da er zentral einmal bereitgestellt wirdund nicht f�ur jeden Fall die Matrix-Vektor-Multiplikation modi�ziert werden mu�. Dar�uberhinaus
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Abbildung 4.1: Schema zur Elimination von h�angenden Knoten (links). Die 'unechten` Ansatz-funktionen ~'1, ~'2 und ~'3, sowie die 'echte` Ansatzfunktion '2ist es durch die zentrale Bereitstellung m�oglich, eine gut optimierte Implementation anzubieten,die von der internen Eigenschaft von verschiedenen Matrizentypen Gebrauch macht, was bei An-wenderprogrammen nicht sinnvoll w�are und somit beim Filtern nicht geht.Weder deal noch deal.II sind auf die jeweils beschriebene Methode festgelegt; es sind lediglichdie im Moment implementierten Verfahren.Die Werte der zu eliminierenden Freiheitsgrade werden gem�a� der Interpolation der Randwerteauf die Restriktion des Finite-Elemente-Raums auf den Rand bestimmt. Die Interpolation wurdehier der L2-Projektion vorgezogen, da die Berechnung der Projektion bei gekr�ummten R�andernaufwendiger ist. Andererseits ist die Projektion bei unstetigen Randwerten unumg�anglich, umdie Konvergenzordnung zu erhalten; aufgrund der f�ur diese Arbeit vorausgesetzten Glattheit derRandwerte ist die Interpolation aber ausreichend.Die Behandlung von Neumann-Randwerten geschieht durch die Wahl einer modi�zierten Bi-linearform a(�; �) und bedarf keine Manipulation der linearen Gleichungssysteme. Die meisten an-deren Randbedingungen, beispielsweise absorbierende Randbedingungen, lassen sich ebenso be-handeln, oder sie erlauben die Berechnung von Werten f�ur die Freiheitsgrade auf dem Rand ausden Werten zum vorigen Zeitschritt. Im letzteren Fall lassen sich dann wieder die beiden obenangef�uhrten Techniken verwenden.4.4 Behandlung von h�angenden Knoten im OrtBei der Verwendung von Gittern mit hierarchischer Verfeinerung einzelner Zellen ohne Verwen-dung von Abfangelementen bleiben auf den Schnittstellen zwischen verfeinerten und unverfeinertenBereichen h�angende Freiheitsgrade zur�uck. Um bei den verwendeten konformen Finite-Elemente-Ans�atzen vern�unftige L�osungen zu garantieren, mu� an diesen Stellen daf�ur gesorgt werden, da�die L�osungsfunktion stetig bleibt.Die Behandlung der h�angenden Knoten sei an Abbildung 4.1 illustriert, wobei der Einfach-heit halber von bilinearen Elementen ausgegangen sei. Die Behandlung h�oherer Ansatzgrade undh�oherer Dimensionen als zwei verl�auft ganz analog, jedoch sind die Gleichungen weniger �ubersicht-lich.Da, wie gesagt, die Funktion am Knoten 3 stetig sein soll, mu� wegen der Linearit�at derAnsatzfunktionen auf den Kanten der Koe�zient der Basisfunktion zum Knoten 3 genau derMittelwert der Koe�zienten der Knoten 1 und 2 sein. Im Punkt 3 be�ndet sich damit kein echter



52 KAPITEL 4. TECHNISCHE ASPEKTE DER IMPLEMENTATIONFreiheitsgrad, aus algorithmischen Gr�unden werden aber Matrizen und Vektoren so aufgebaut alsw�are dort einer, da sich dann Matrizen und Vektoren zellweise aufbauen lassen, ohne da� schonbeim Aufbau R�ucksicht auf die h�angenden Knoten genommen werden mu�. In einem zweitenSchritt werden in den Vektoren die Eintr�age zur Basisfunktion 3 jeweils h�alftig auf die Eintr�agezu den Basisfunktionen 1 und 2 verteilt. Analog werden in den Matrizen die Spalten und Zeilenzur Basisfunktion 3 auf die Zeilen und Spalten der anderen Basisfunktionen verteilt. Die zumh�angenden Knoten geh�orige Zeile und Spalte wird auf Null gesetzt um den unechten Freiheitsgradvom Rest des Systems zu isolieren.Anschaulich ist dieses Vorgehen folgendermassen verst�andlich: die echten Basisfunktionen '1und '2 zu den Punkten 1 und 2 haben ihren Tr�ager jeweils auf den Elementen 1 bis 3, wie manerwarten w�urde wenn der h�angende Knoten 3 gar nicht da w�are. Diese Basisfunktionen lassensich jedoch durch die Basisfunktionen ~'1 und ~'2 zu den entsprechenden Punkten plus jeweils derH�alfte der Basisfunktion ~'3 zum mittleren Knoten darstellen:'1 = ~'1 + 12 ~'3;'2 = ~'2 + 12 ~'3:~'1 und ~'2 haben ihre Tr�ager auf den Zellen 1 und 2 bzw. 1 und 3, ~'3 lebt auf den Elementen 2und 3. Baut man nun Matrizen und Vektoren auf den Zellen ohne Wissen �uber h�angende Knotenauf, das hei�t mit den Basisfunktionen ~'i, so ist klar, wie die anschlie�ende Aufsummierung zuden Matrizen mit den echten Basisfunktionen 'j stattzu�nden hat. In h�oheren Dimensionen oderbei h�oheren Ansatzgraden lassen sich die Ansatzfunktionen auf der eingeschr�ankten Kante durcheine Matrix 'i =Xj cij ~'jmit den unechten Freiheitsgraden auf den Teilkanten verkn�upfen, so da� die Elimination aus Matri-zen und Vektoren dimensions- und ansatzgradunabh�angig auf rein algebraischer Basis durchgef�uhrtwerden kann.Die Implementation der oben beschriebenen Manipulation von Matrizen und Vektoren ist imPrinzip analog zur Behandlung von Randwerten durchf�uhrbar. Es kommen wieder die beidenM�oglichkeiten Filtern und direkte Manipulation in Frage, wobei in deal.II die direkte Elimination(Kondensation) gew�ahlt wurde. Nach dem L�osen der Gleichungssysteme ist darauf zu achten, dieFreiheitsgrade wieder zu verteilen, das hei�t den Eintrag zum Knoten 3 auf die H�alfte der Eintr�ageder beiden benachbarten Freiheitsgrade zu setzen.4.5 Steuerung des GittersDie vern�unftige Steuerung der Gitter auf den verschiedenen Zeitebenen ist ein Thema �uber das al-leine wohl Diplomarbeiten zu schreiben w�aren. Im folgenden Abschnitt sollen einige der Problemeund die unternommenen Versuche zur L�osung kurz beschrieben werden. Sie sind im wesentlichenunabh�angig von Zeitschrittverfahren, Verfeinerungskriterium, Fehlersch�atzer und �ahnlichen Para-metern, so da� diese nicht bei allen Beispielen angegeben sind.4.5.1 Auseinanderdriften der GitterDie Erzeugung von Gittern �ndet im wesentlichen wie folgt statt: auf einem gegebenen grobenGitter Th0 , das in allen Zeitschritten identisch ist, werden die L�osungenwh0 und �wh0 des Vorw�arts-und R�uckw�artsproblems berechnet. Aus diesen beiden L�osungen werden f�ur jeden Zeitschritt diezu verfeinernden/zu vergr�obernden Zellen bestimmt und daraus Gitter Tnh1 erzeugt, die jetzt auf



4.5. STEUERUNG DES GITTERS 53den einzelnen Zeitschritten n im allgemeinen unterschiedlich sind. Auf diesen Gittern werden jetztwieder die L�osungen uh1 und zh1 berechnet, daraus die Gitter Tnh2 , usw.Im Ende�ekt wird jedes Gitter Tnhl aus Tnhl�1 und den L�osungenwnhl�1 und �wnhl�1 bestimmt. Aufdiese Art besteht praktisch keine Kopplung zwischen den Gittern zu verschiedenen Zeitschrittenund in der Tat unterscheiden sich die Gitter Tnhl und Tn+1hl oft betr�achtlich. Das ist dann ein Pro-blem, wenn sich die Verfeinerungslevel einiger Zellen zwischen den beiden Gittern zu stark �andern,da dann die Projektion der L�osung vom alten Gitter auf das neue leidet (technisch ist ein Transfer�uber mehrere Verfeinerungsebenen ohne weiteres m�oglich, wie in Abschnitt 4.2 beschrieben).
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Abbildung 4.2: Anzahl an Gitterzellen in verschiedenen Durchl�aufen. Die Gitter entstanden durchVerfeinerung nach einem Energiefehlersch�atzer beim einem Beispiel, bei dem eine Welle vom Randaus durch das Gebiet l�auft. Da die Anfangsbedingungen konstant sind, ist die Zellzahl am Anfangsehr klein; die Randbedingungen sind ab t = 0:4 konstant Null, so da� sich die Welle nur verschiebtund die Zellzahl in etwa konstant bleiben sollte. Links ist nur die Anzahl der Verfeinerungslevelbegrenzt, um die sich einzelne Zellen in aufeinanderfolgenden Zeitschritten unterscheiden d�urfen,rechts sind alle beschriebenen Kopplungen zwischen aufeinanderfolgenden Gittern verwendet. Dieabsolute Zahl der Zellen ist aufgrund unterschiedlicher Verfeinerungsparameter nicht vergleichbar.Um die Divergenz der Gitter zu verringern, wurde versucht, die Tnhl f�ur aufeinanderfolgenden m�oglichst eng aneinanderzukoppeln. Dazu werden jeweils zus�atzliche Zellen zur Verfeinerungmarkiert, um zu verhindern, da� sich die Verfeinerungsstufen zweier Zellen in aufeinanderfolgen-den Gittern um mehr als eins unterscheiden1 und es wurden einige Gittergl�attungsalgorithmenimplementiert, um isolierte verfeinerte oder unverfeinerte Zellen und einige zus�atzliche F�alle zueliminieren. Durch diese Schritte wurde das Gitter Tnhl au�er an Tnhl�1 auch an die Gitter Tn�1hlgekoppelt. Das d�ampft zwar die schlimmsten Divergenzen etwas, die Anzahl an Zellen in deneinzelnen Gittern bleibt im wesentlichen aber unkorreliert, wie Abbildung 4.2 zeigt. Kleine Os-zillationen in den ersten Durchl�aufen verst�arken sich in den darauffolgenden, so da� Variationender Zellzahl in aufeinanderfolgenden Zeitschritten bis zu einem Faktor zwei durchaus vorkommen,bei vier oder f�unf Zeitschritten auseinanderliegenden Gittern auch Faktoren drei oder noch mehr;�ahnliche Oszillationen wurden auch von Hartmann [19] beobachtet. Ein Mechanismus scheint zusein, da� die Kopplung die Gitter f�ur einige Zeit einigerma�en konstant h�alt, bis sie sich ruckartig�andern.Eine L�osung dieses Problems ist wohl nur durch eine st�arkere Kopplung der Gitter in jedemDurchlauf m�oglich, zum Beispiel in dem Tnhl auch an Tn�2hl gekoppelt wird. Die Schwierigkeithier ist algorithmischer Natur, weil kein vern�unftiges Kriterium f�ur den Abstand zweier Gittervoneinander und seine Begrenzung bekannt scheint. Zu eng d�urfen die Gitter auf der anderen Seiteauch nicht aneinander gekoppelt sein, da sonst die Vorteile des mitwandernden Gitters verloren1Diese Bedingung l�a�t sich nicht immer garantieren, da das Gitter in einem Zeitschritt n vom darauffolgendenver�andert werden kann, was dann aber unter Umst�anden Auswirkungen auf das Gitter zum Zeitschritt n� 1 habenk�onnte. Solche �Anderungen �uber mehr als einen Zeitschritt werden aus algorithmischen Gr�unden nicht beachtetund k�onnen dazu f�uhren, da� sich Gitter um mehr als eine Verfeinerungsebene unterscheiden.



54 KAPITEL 4. TECHNISCHE ASPEKTE DER IMPLEMENTATIONgehen; so f�uhrt beispielsweise die Limitierung der Di�erenz der Verfeinerungslevel einzelner Zellendes aktuellen Gitters mit dem vorletzten (statt nur mit dem letzten) Gitter im wesentlichen zueinem Einfrieren der Gitter, was nicht erw�unscht sein kann.Ein anderer Ansatz w�are die Verwendung geeigneterer Verfeinerungskriterien. Im Beispiel inAbbildung 4.2 wurden in jedem Zeitschritt die Zellen mit dem gr�o�ten Fehlerbeitrag zur Verfei-nerung markiert, die zusammen qr = 95 Prozent des Fehlers ausmachen, w�ahrend die Zellen zurVergr�oberung markiert wurden, die die unteren qc = 2 Prozent ausmachen. Dieses Verfahren istwohl zu grob, um wirklich e�zient zu arbeiten,2 weshalb auch kompliziertere Verfahren untersuchtwurden.In Ermangelung fundierterer Ans�atze wurde eine Anzahl heuristischer Regeln implementiert,die wesentlich bessere, jedoch noch nicht v�ollig befriedigende Ergebnisse liefert. Ein Beispiel ist inAbbildung 4.2 rechts wiedergegeben, bei dem die Zellzahl in etwa dem entspricht, was man gerneh�atte; die Verl�aufe sind allerdings nicht in allen F�allen so gut. Die Regeln zur Gittersteuerung sindim folgenden als Pseudoprogramm angegeben:1. Markiere die Zellen mit dem gr�o�ten Fehler �K zur Verfeinerung, die zusammen den Anteilqr am Gesamtfehler � haben.2. Markiere die Zellen mit dem kleinsten Fehler �K zur Vergr�oberung, die zusammen den Anteilqc am Gesamtfehler � haben.3. L�osche die Verg�oberungs
ags von Zellen, bei denen nicht alle Kinder einer Zelle markiertsind.4. Markiere zus�atzliche Zellen, so da� das aktuelle und das Gitter des letzten Zeitschrittesgewissen Regularit�atsforderungen gen�ugen.5. Markiere in diesem und im letzten Gitter zus�atzliche Zellen, so da� sich die beiden Gitterum jeweils h�ochsten eine Verfeinerungsstufe auf jeder Zelle unterscheiden.6. Wenn im ersten Verfeinerungsdurchlauf, dann Ende.7. Z�ahle die Anzahlen Nn und Nn�1 der durch die Markierungen auf diesem und auf demletzten Gitter entstehenden Zellen.8. Berechne eine obere und untere Schranke f�ur die Anzahl an Zellen im aktuellen Gitter gem�a�folgender Formeln:Nnmax = Nn�1(1 + �"); Nnmin = Nn�1(1� �#):Falls im ersten Verfeinerungsdurchlauf oder die alte Zellzahl auf dem aktuellen Gitter kleinerals 200 ist, verwende 3�"# statt �"#. Falls im zweiten Durchlauf oder die Zellzahl kleiner als300, dann verwende 2�"#.9. Falls Nn > Nnmax und Nn > 200, dann l�osche solange Verfeinerungsmarkierungen, bis Nn <Nnmax.10. Sonst: Falls Nn < Nnmin, dann markiere solange Zellen zur Verfeinerung, bis Nn > Nnmin.11. F�uhre die Schritte 3,4 und 5 erneut aus.12. Falls nicht Nnmin < Nn < Nnmax, dann gehe zu 7.2Im allgemeinen wird als optimal angesehen, wenn qr = 50 Prozent gew�ahlt wird. Abgesehen davon, da� dieserWert allerdings nur f�ur einfache statische Probleme als gut gilt, br�auchte man auch wesentlich mehr Verfeinerungs-durchl�aufe, um zum letztendlich brauchbaren Gitter zu gelangen, was aus Rechenzeitgr�unden nicht praktikabelerscheint.



4.5. STEUERUNG DES GITTERS 55Die Variation von �"# in Punkt 8 ist notwendig, um das Gitter in den ersten Verfeinerungs-schritten nicht zu stark einzuschr�anken. Aufgrund der in Schritt 11 durchgef�uhrten Aktionen istnicht mehr garantiert, da� sich die Zellzahl Nn im Zielkorridor [Nnmin; Nnmax] be�ndet, so da� imletzten Schritt eine Iteration gestartet wird; im allgemeinen sind zwei Durchl�aufe der Punkte 7bis 11 ausreichend. Als geeignet f�ur �" und �# haben sich Werte in der Gegend von 0.1 und 0.03erwiesen. �# sollte kleiner als �" sein, da die Approximation bei einer Verkleinerung der Zellzahlleidet, w�ahrend eine Vergr�o�erung im allgemeinen keine negativen Auswirkungen hat. �" solltetrotzdem nicht zu gro� sein, da f�ur das duale Problem die umgekehrte Zeitrichtung gilt und daein zu starker Anstieg im allgemeinen eine starke Verkleinerung der Zellzahl nach sich zieht.Zur Berechnung der Fehlergr�o�e �K wird entweder ein Energiefehlerindikator oder der dualeFehlersch�atzer verwendet. Beide messen jedoch nur den Fehler in der primalen L�osung. Soll derduale Fehlersch�atzer verwendet werden, so ist es notwendig, da� auch die duale L�osung mit hinrei-chender Genauigkeit berechnet wird; es wird daher der Energiefehlerindikator auch auf die dualeL�osung angewendet, die zellweisen Fehlergr�o�en �dK aus diesem Proze� geeignet skaliert, so da�der maximale Fehler pro Zelle maxK �pK aus dem primalen Problem und maxK �dK aus dem dualenProblem gleich gro� sind und schlie�lich wird aus diesen beiden Gr�o�en eine gewichtete Summegebildet, die als Verfeinerungskriterium verwendet wird:�K = ��pK + maxK0 �pK0maxK0 �dK0 �dKIn der Praxis hat es sich erwiesen, da� eine geeignete Gewichtung den primalen Fehlersch�atzeretwa � = 4 bis 8 Mal so stark bewertet wie den dualen Indikator. Bei der Berechnung der Spr�ungeder Normalenableitung f�ur den Energiefehlersch�atzer ist beim dualen Problem die Variable �vh zuverwenden, wie man aus (2.21) erkennt.Aus dem gleichen Grund wie oben ist es bei nichtlinearen Zielfunktionalen, bei denen eineLinearisierung um die numerisch erhaltene L�osung notwendig ist, wichtig, da� die ersten Verfei-nerungsschritte mit einem Energiefehlersch�atzer statt dem dualen Sch�atzer durchgef�uhrt werden.Im anderen Fall kann es passieren, da� die duale L�osung aufgrund der mangelnden Genauigkeitder numerischen primalen L�osung stark von der L�osung des exakten dualen Problems abweicht.Die Verfeinerung wird dann in Gebieten durchgef�uhrt, die f�ur das Ergebnis nicht relevant sind, soda� die primale L�osung im n�achsten Schritt genauso falsch ist wie im ersten; das Verfeinerungs-verfahren konvergiert dann nicht.Die Verwendung vorgelagerter Verfeinerungsschritte mit einem Energiefehlerindikator wider-spricht aber nicht dem Ansatz, die Adaptivit�at mit einem dualen Problem anzugehen; der Grundist, da� die L�osbarkeit eines Problems auf eine bestimmte Genauigkeit praktisch ausschlie�lichdurch die von den letzten ein bis zwei Verfeinerungsdurchg�angen ben�otigten Ressourcen (Re-chenzeit und Speicher) bestimmt ist, w�ahrend die davorliegenden Durchg�ange weitgehend ver-nachl�assigbar sind. Gelingt es also mit einem dualen Problem den ben�otigten maximalen Ressour-cenbedarf zu senken, so ist die Verwendung suboptimaler Verfahren in den vorherigen adaptivenSchritten akzeptabel.Das Verfahren zur Steuerung der Zellzahl ist in der beschriebenen Form nicht ganz befriedigend.Der Grund liegt darin, da� der Algorithmus versagt, sobald der Zeitschritt sehr klein wird, da dieAbweichungen �"# eigentlich proportional zur Zeitschrittweite sein sollten, um eine Beschr�ankungder �Anderungsrate zu garantieren. Problematisch dabei ist, da� der Zielkorridor f�ur die Zellzahlnicht kleiner als etwa f�unf Prozent sein sollte, da die resultierende Zellzahl bei Markierung einigerZellen nicht genau vorhersagbar ist und es sonst nicht m�oglich ist, das Ziel zu erreichen. L�osenl�a�t sich dieses Problem nur bei Kopplung von mehr als zwei Zeitschritten aneinander.4.5.2 h-Abh�angigkeit der DispersionsrelationEines der in der Praxis unangenehmsten Probleme ist die Abh�angigkeit der Ausbreitungsgeschwin-digkeit von der lokalen Gitterweite. Dieses Problem ist wohlbekannt und auch theoretisch gutuntersucht, siehe zum Beispiel [1]. Der E�ekt ist besonders ausgepr�agt f�ur lineare Elemente. Im



56 KAPITEL 4. TECHNISCHE ASPEKTE DER IMPLEMENTATIONwesentlichen l�auft die Abh�angigkeit der Dispersionsrelation von der Gitterweite h darauf hinaus,da� Wellen auf gr�oberen Gittern schneller laufen als auf feinen und da� die Geschwindigkeit erstim Limes h! 0 gegen die Ausbreitungsgeschwindigkeit des kontinuierlichen Problems geht. Auchist die Geschwindigkeit abh�angig von der Wellenl�ange und davon, ob die Ausbreitung in Richtungdes Gitters oder diagonal dazu verl�auft. Letzteres ist in Abschnitt 5.2 numerisch untersucht.Abbildung 4.3 illustriert die vom Verh�altnis Gitterweite zu Wellenl�ange abh�angige Ausbrei-tungsgeschwindigkeit. Gerechnet wurde auf dem Gebiet [0; 3]� [0; 1], wobei unten und oben ho-mogene Neumann-Randwerte gesetzt waren und durch Steuerung von u(x = 0; y; t) = sin(2:5�t)f�ur t < 0:4 eine Welle vom linken Rand in das Gebiet l�auft. Das Signal am Ort x = (1; 0:5) solltegenau diesem halben Sinus entsprechen und zum Zeitpunkt t = 1 eintre�en. Abbildung 4.3 zeigt,da� das Signal f�ur zu grobe Gitter zu fr�uh eintri�t und da� seine Form durch den Vorl�aufer starkverzerrt ist. Um den Fehler in der Wellenausbreitungsgeschwindigkeit zu bestimmen nimmt manden Schwerpunkt der Energie des Signals:3hti = R ts(t)2 dtR s(t)2 dt ; s(t) = u(1; 0:5; t):Das Verh�altnis aus der daraus berechneten Ausbreitungsgeschwindigkeit zum richtigen Wert ist inder Abbildung rechts in Abh�angigkeit vom Verh�altnis zwischen Wellenl�ange (die hier 0.8 ist) zurGitterweite dargestellt. Die Abweichung geht etwa mit der zweiten Potenz von h gegen Null.
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Abbildung 4.3: Abh�angigkeit der Ausbreitungsgeschwindigkeit von der Gitterweite. Links: Signalu(x = 1; y = 0:5; t) f�ur verschiedene Verfeinerungen. Rechts: Fehler in der Ausbreitungsgeschwin-digkeit cnumerisch gegen�uber dem exakten Wert cexakt.In der Ingenieurliteratur (vgl. beispielsweise [35]) �ndet man oft den Ratschlag, mindestens 10bis 20 Gitterpunkte pro Wellenl�ange zu verwenden. Die Ergebnisse der Abbildung stimmen damitin etwa �uberein, wenn man beachtet da� aufgrund der abgeschnittenen Sinuswelle auch h�ohereFrequenzen als � = 2:5� vorhanden sind.Im Kontext adaptiver Verfeinerung spielt der beschriebene E�ekt insofern eine Rolle, als dieGitter f�ur den zweiten Durchlauf auf der Basis der L�osung des ersten Durchlaufs bestimmt wird.Da die Welle im ersten Durchlauf aber zu schnell war, bleibt die Welle im zweiten Durchlaufnur am Anfang auf dem verfeinerten Bereich, f�allt aber irgendwann hinter diesen Bereich zur�uck.Solange die Welle auf dem verfeinerten Bereich bleibt, halten sich die Probleme in Grenzen, da dieGeschwindigkeit auf dem feineren Gitter schon recht nahe an die tats�achliche herankommt unddas Gitter im dritten Durchlauf gut brauchbar ist. Sobald die Welle aber vom verfeinerten Bereich"hinten herunter gefallen\ ist, l�auft sie wieder auf dem groben Bereich und damit wieder mit derfalschen Geschwindigkeit; damit wird der Bereich hinter dem im ersten Durchlauf verfeinerten3Diese Wahl ist relativ willk�urlich, man k�onnte genauso gut einen der Nulldurchg�ange oder eines der Maxima derWelle nehmen; da die Energie aber im allgemeinen die Me�gr�o�e ist und dar�uberhinaus die Gruppengeschwindigkeitder Welle kennzeichnet, wird sie zur De�nition der Ausbreitungsgeschwindigkeit verwendet.



4.5. STEUERUNG DES GITTERS 57Gebiet verfeinert, dieser Bereich bewegt sich aber immer noch zu schnell, weshalb wir im n�achstenDurchlauf das gleiche Problem haben werden, wenn auch sp�ater.Im Ende�ekt ben�otigt man mehrere Durchl�aufe, bis allein der einmal verfeinerte Bereich mitdem tats�achlichen Ort der Welle �ubereinstimmt. Die gleichen Probleme treten auch auf h�oherenVerfeinerungsstufen auf, wenn auch nicht ganz so markant.Ans�atze zur L�osung dieses Problems sind einerseits, gleich auf einem relativ feinen Gitteranzufangen und bei den darauffolgenden viele Zellen zu vergr�obern, andererseits am Anfang einegewisse Anzahl von Durchl�aufen durchzuf�uhren, bei denen die Verfeinerung sehr vorsichtig gehand-habt wird, um eine zu starke Verfeinerung an den Orten zu verhindern, wo die exakte L�osung,im Gegensatz zur numerischen L�osung auf zu groben Gittern, glatt ist. Bei Problemen mit kurz-en Wellenl�angen ist der erste Weg nicht gangbar, beispielsweise w�urde die Forderung nach nur 10Gitterpunkten pro Wellenl�ange bereits auf dem ersten Gitter bei dem in Abschnitt 5.3 gerechnetenBeispiel 106 Zellen pro Zeitschritt nach sich ziehen.Im wesentlichen verhindert dieses Problem die mehrfache Verfeinerung von Zellen mit gro�emFehlerindikator in einem Durchgang, wie es bei elliptischen und parabolischen Problemen durch-f�uhrbar ist (vgl. [22, 19]). Ein dritter Weg ist die Verwendung von �niten Elementen h�ohererOrdnung, die eine geringere Dispersion zeigen, vergleiche [1] und Abschnitt 5.2.4.5.3 Orts-Zeit-Adaptivit�atEine optimale Strategie zur Gitterverfeinerung w�urde neben der Ortsgitter- auch die Zeitschritt-weite adaptiv anpassen. Diese Art der Adaptivit�at ist ausgehend von den in Abschnitt 2.4 vorge-stellten Konzepten leicht machbar und in [19] f�ur die W�armeleitungsgleichung auch in der Praxisgezeigt; allerdings ist die Bedeutung der Zeitschrittweitenadaption bei der Wellengleichung nichtso gro� wie bei der Di�usionsgleichung, wof�ur im wesentlichen zwei Gr�unde ausschlaggebend sind:� Keine unterschiedlichen Zeitskalen: Bei der Wellengleichung sind die Zeitskalen im allgemei-nen konstant; insbesondere gibt es keine station�aren Zust�ande, so da� sich eine wesentlicheVergr�o�erung der Zeitschrittweite meistens verbietet.� Kein Informationsverlust: Bei der W�armeleitungsgleichung unterliegt Information starkerD�ampfung, so da� Zielfunktionale, die die L�osung am Endzeitpunkt auswerten, gro�e Zeit-schritte am Anfang zulassen. Da bei der Wellengleichung kein Informationsverlust vorhandenist, verlangt eine Auswertung zu beliebiger Zeit eine m�oglichst exakte Rechnung zu allenfr�uheren Zeitpunkten.Aus den genannten Gr�unden erschien die Implementation zeitschrittadaptiver Methoden nichtso relevant. Ein wesentlich wichtigerer Punkt w�are jedoch der Vergleich von Fehlerinformation �uberverschiedene Zeitschritte hinweg: die Fehlersch�atzer liefern einen Indikatorwert f�ur jede Raum-Zeit-Zelle; die Entscheidung, ob eine Zelle verfeinert bzw. vergr�obert wird, �ndet jedoch im verwendetenProgramm nur durch Vergleich mit den anderen Zellen des gleichen Zeitschritts statt. Durch diesesVerfahren werden auch Zellen verfeinert, deren Indikator wesentlich kleiner ist als die Indikatorenvon Zellen auf anderen Zeitschritten, die nicht verfeinert werden. Im Ende�ekt vergr�o�ert sich sodie Zahl der f�ur eine gegebene Genauigkeit ben�otigte Zahl an Freiheitsgraden; in Abschnitt 3.3 istein Beispiel angef�uhrt, wo die Einsparung erheblich w�are.Trotzdem wurde im Rahmen dieser Arbeit von einer Implementation dieses Quervergleichs Ab-stand genommen, da der Vergleich von bis zu 50.000.000 Indikatoren eine erhebliche programm-und speichertechnische Herausforderung darstellen w�urde. F�ur zuk�unftige Arbeiten ist diese Op-timierung aber w�unschenswert und erfolgversprechend.Ein weiteres, nicht verfolgtes Ziel ist die Verwendung �ortlich unterschiedlicher Zeitschrittweiten.Ebenso wie die Ortszellen lokal verfeinert werden, sollte es m�oglich sein, die Orts-Zeit-Zelleneinzeln zu verfeinern. Dies w�urde es erlauben, die Orts-Zeit-Gitter nahezu optimal an das Problemanzupassen. Neben dem zu erwartenden erheblichen Implementationsaufwand ist dieser Ansatzallerdings nur dann m�oglich, wenn es gelingt, die verwendete Formulierung analog zu Abschnitt 2.3in die einzelnen, dann lokalen Zeitschritte zu entkoppeln. Diese Entkopplung ist jedoch schwierig,



58 KAPITEL 4. TECHNISCHE ASPEKTE DER IMPLEMENTATIONso da� sich in der Literatur nur wenige praxisrelevante Ans�atze zur Verwendung von Raum-Zeit-Elementen �nden und auch diese vorwiegend nur f�ur eine Raumdimension (f�ur ein solches Beispielvergleiche [16]).



Kapitel 5Weitere numerische BeispieleIn diesem Kapitel sollen einige weitere Beispiele untersucht werden, um Vor- und Nachteile deradaptiven Methoden gegen�uber globaler Verfeinerung zu ergr�unden. Die meisten der Beispiele ha-ben keine direkte Anwendung, dienen aber prototypisch als reduzierte F�alle realer Probleme. Dazuwurden Zielfunktionale ausgew�ahlt, um ein Spektrum m�oglicher Anwendung abzudecken, darunterPunkt- und Linienauswertungen �uber die Zeit integriert und ein Raum-Zeit-Integral. Zusammenmit den Gebietsintegralen des letzten Kapitels sind somit au�er Punkt- und Linienauswertungenohne Zeitintegral alle Typen von Funktionalen abgedeckt; die Punktauswertung ist allerdings imallgemeinen kein wohlde�niertes Funktional auf dem L�osungsraum.Als letztes Beispiel wird ein E�ekt untersucht, der bei der Verwendung adaptiver Gitter zurechtoft kritisiert wird, namentlich die teilweise Re
exion von Wellen an Gitterdiskontinuit�aten. Eswird gezeigt, da� die damit zusammenh�angenden Probleme mit etwas Sorgfalt umgangen werdenk�onnen und dann zu wesentlich besseren Ergebnissen f�uhren als bei Verwendung von zeitlich nichtver�anderlichen und nur an die Koe�zienten adaptierten Gittern.In einigen der folgenden Abschnitten ist der Fehler gegen die Rechenzeit aufgetragen. DieseWerte k�onnen nur eine grobe Richtschnur sein, da die Programme nicht auf Geschwindigkeit opti-miert wurden, vor allem aber da die Rechenzeit bei den adaptiven Rechnungen von einer Vielzahlvon Einstellm�oglichkeiten abh�angt; dazu z�ahlen vor allem das Startgitter, die Strategie, mit der ausden zellweisen Indikatoren bestimmt wird, welche Zellen verfeinert oder vergr�obert werden sollen,und schlie�lich die Anzahl der zu verfeinernden oder vergr�obernden Zellen. Die Erfahrung zeigt,da� durch ausgiebiges Spielen mit diesen Werten ein mehrfach geringerer Rechenaufwand m�oglichist, was bei den Rechnungen mit global verfeinerten Gittern naturgem�a� wegf�allt. Es wurde trotz-dem darauf verzichtet, hier Optimierungen vorzunehmen, da es mehr um die Demonstration derKonzepte ging; Optimierung der Laufzeit kann nur bei echten Beispielen aus der Praxis sinnvollsein. Bei der Angabe der Rechenzeit ist zu beachten, da� bei adaptiven Rechnungen die gesamteRechenzeit angegeben ist, inklusive der vorherigen Durchl�aufe, die zur Verfeinerung des Gittersben�otigt wurden; diese sind bei globaler Verfeinerung nat�urlich nicht n�otig und daher auch nichtangegeben.Die Erfahrung zeigt, da� die Rechenzeit f�ur jeden Verfeinerungsdurchlauf ungef�ahr doppelt solang ist, wie f�ur den vorherigen. Daraus folgt, da� adaptive Verfahren dann e�ektiver als globaleVerfeinerung sind, wenn die Rechenzeit f�ur das letzte Gitter unter der H�alfte der Rechenzeitauf einem global verfeinerten Gitter liegt. Dies ist f�ur einen Energiefehlersch�atzer gegeben, fallser kumuliert weniger als etwa die H�alfte der Freiheitsgrade ben�otigt; f�ur den dualen Sch�atzerist der Aufwand zur L�osung des dualen Problems mitzuber�ucksichtigen, die n�otige Ersparnis anFreiheitsgraden l�a�t sich daher nicht so einfach angeben.Andererseits k�onnte die Rechenzeit f�ur das global verfeinerte Gitter wesentlich reduziert wer-den, wenn man von der dann (bei konstanter Zeitschrittweite) konstanten Systemmatrix am An-fang eine LU - oder �ahnliche Zerlegung machen w�urde, da in jedem Zeitschritt dann nur nochein Vorw�arts-R�uckw�arts-Einsetzen n�otig w�are. Oft ist jedoch der begrenzende Faktor bei Rech-nungen mit hoher Genauigkeit der verf�ugbare Hauptspeicher, was die beschriebene Technik als59



60 KAPITEL 5. WEITERE NUMERISCHE BEISPIELEnicht praktikabel erscheinen l�a�t und die Reduktion der Zahl der Freiheitsgrade als wichtiger alsdie Verringerung der Rechenzeit erscheinen l�a�t. Typischerweise ist der Bedarf etwa 1000-1200Byte pro Freiheitsgrad bei linearen Elementen, so da� der Speicherausbau der f�ur diese Arbeitzug�anglichen Rechner ein Maximum bei etwa 300.000-500.000 Freiheitsgraden pro Zeitschritt f�urjede der beiden Variablen setzt; Rechnungen dauern bei dieser Zahl an Freiheitsgraden und 200Zeitschritten ein bis zwei Tage, was sich beim Einsatz von Mehrgittertechniken deutlich verringernlassen sollte.5.1 Zeitintegral einer PunktauswertungBei der Simulation seismischer Wellen ist die Auswertung der Verschiebung oder der Geschwin-digkeit an einem Punkt (z. B. an einer Erdbebenstation, um mit Me�daten vergleichen zu k�onnen)ein h�au�ger Fall. In diesem Abschnitt seien adaptive und nicht-adaptive Verfahren einander ge-gen�ubergestellt, um die Genauigkeit vergleichen zu k�onnen.Zu l�osen sei die Wellengleichung mit konstanten Koe�zienten � � a � 1 auf dem Gebiet[�1; 1]2. u sei auf dem Rand Null und die Anfangswerte seien durch eine radialsymmetrischeFunktion gegeben: u0(r) = 0;v0(r) = �(s� r);mit s = 110 und der Heavisideschen Sprungfunktion �. Solange die Welle den Rand nicht erreicht,d. h. f�ur t < 0:9, l�a�t sich das Problem beschreiben, als ob es in der ganzen Ebene gestellt sei.Als Zielfunktional wurde der �uber das Zeitintervall [0; 12 ] integrierte Wert,J (w) = Z 120 u(0; t) dt;gew�ahlt; durch die spezielle Wahl des Ursprungs als Auswertungspunkt kann man den exaktenWert des Funktionals bestimmen und den exakten Fehler angeben. W�ahrend die Auswertung vonu an einem Punkt zu einem einzelnen Zeitpunkt auf der Klasse der L�osungen der Wellengleichungnicht de�niert ist, ist das Zeitintegral unter schwachen Regularit�atsforderungen (keine Diskonti-nuit�aten entlang Linien, deren Tangenten an ein endliches St�uck der Kurve auf den Auswertungs-punkt zeigen) an die Anfangsbedingungen erlaubt, so da� das Funktional hier nicht regularisiertwerden mu�.Zur Bestimmung des exakten Werts des Funktionals beachten wir, da� in zwei Dimensionendie retardierte Greensche Funktion des Problems durchG+(x� y; t� �) = 12� �(t� � � jx� yj)p(t� �)2 � jx� yj2gegeben ist und sich die Anfangswerte als spezielle Inhomogenit�at schreiben lassen:utt ��u = ��0(t)u0(x) + �(t)v0(x):Damit gilt f�ur die L�osung am Ursprung:u(0; t) = Z dy Z d� G+(y; t� �)(��0(�)u0(y) + �(�)v0(y));und mit den gegebenen Anfangswertenu(0; t) = Z dy G+(y; t)v0(y)= Z 10 dr r �(t� r)pt2 � r2 v0(r)= Z min(s;t)0 dr r 1pt2 � r2 :



5.1. ZEITINTEGRAL EINER PUNKTAUSWERTUNG 61Dieses Integral l�a�t sich leicht auswerten und man erh�altu(0; t) = t� �(t� s)pt2 � s2: (5.1)Der exakte Wert des obigen Funktionals ist damit 18 � 120 p6 + 1200 ln(5 + 2p6) � 0:013988.Der zeitliche Verlauf der kontinuierlichen sowie der Verlauf der numerischen L�osung im Ur-sprung ist in Abbildung 5.1 dargestellt. Die numerischen Ergebnisse sind nach zwei und nachsechs Verfeinerungszyklen dargestellt, oben rechts f�ur Verfeinerung mit einem Energiefehlerindi-kator, unten links mit dem dem Problem angepa�ten dualen Fehlersch�atzer und unten rechts beiglobaler Verfeinerung auf konstant 1024 und auf 16384 Zellen, d. h. mit 4225 bzw. 66049 Freiheits-graden pro Zeitschritt. Die Rechnung wurde mit biquadratischen Elementen f�ur das primale undbikubischen Elementen f�ur das duale Problem durchgef�uhrt. Die Zeitschrittweite betrug konstant0.005, d. h. es wurden 100 Zeitschritte durchgef�uhrt.
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Abbildung 5.1: Zeitlicher Verlauf der Auslenkung u(0; t) am Ursprung in der exakten L�osung(links oben) sowie der numerischen L�osung nach zwei und nach f�unf bzw. sechs Verfeinerungszy-klen. Rechts oben Verfeinerung mit einem Energiefehlerindikator, links unten mit dem angepa�tendualen Problem, rechts unten bei globaler Verfeinerung.In Abbildung 5.2 sind die relativen Fehler bei der Auswertung des Funktionals gegen die Anzahlder Freiheitsgrade1 und gegen die Rechenzeit f�ur die verschiedenen Fehlersch�atzer und globaleVerfeinerung gegeneinander aufgetragen. Als Anzahl der Freiheitsgrade wurde die Summe derZahlen in den einzelnen Zeitschritten gew�ahlt. Der erste Wert ist bei allen drei Kurven jeweilsidentisch, da auf dem gleichen Grobgitter gerechnet wurde; da� der dritte Wert so niedrig liegt, istZufall, da der Fehler in diesem Bereich sein Vorzeichen wechselt, was aber in der logarithmischenDarstellung nicht zu sehen ist. Da die Auswertung der Fehleridentit�at (2.22) durch Rechnen des1Wie in Kapitel 3 ist die Anzahl der Freiheitsgrade �uber die einzelnen Zeitschritte aufsummiert angegeben; dadie Zahl zwischen einzelnen Zeitschritten stark schwanken kann, ist dies die einzige vergleichbare Gr�o�e. Allerdingswurde nur die Anzahl der Freiheitsgrade f�ur die urspr�ungliche Variable u akkumuliert, ber�ucksichtigt man auch dieFreiheitsgrade in der Geschwindigkeit v, so erh�alt man den doppelten Wert.



62 KAPITEL 5. WEITERE NUMERISCHE BEISPIELEdualen Problems mit um eins erh�ohtem Polynomgrad erfolgte, ist der Vorteil des dualen Sch�atzersgegen�uber dem Energiefehlerindikator bei der Rechenzeit nicht so deutlich; das Verh�altnis sollteaber klarer sein, wenn man mit dem gleichen Ansatzgrad rechnet (Abschnitt 2.4.4), da dann derAufwand f�ur das duale Problem nicht mehr den f�ur das primale Problem �uberwiegt.
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Abbildung 5.2: Relativer Fehler in Abh�angigkeit von der Zahl der Freiheitsgrade und der Rechenzeitbei verschiedenen Verfeinerungsverfahren.Im allgemeinen interessiert nicht das Zeitintegral �uber u(0; t), d. h. die mittlere Abweichungvom exakten Verlauf, sondern die mittlere quadratische Abweichungrms = �ZI ju(0; t)� uh(0; t)j2� 12 :Dieser Fehler ist in Abbildung 5.3 f�ur die verschiedenen Verfeinerungskriterien dargestellt.
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Abbildung 5.3:Mittlerer quadratischer Fehler rms in Abh�angigkeit von der Zahl der Freiheitsgradeund der Rechenzeit bei verschiedenen Verfeinerungsverfahren. Die Ergebnisse des mit dem dualenSch�atzer verfeinerten Gitters sind besser als die der anderen Verfahren, obwohl des Fehlerfunktio-nal nicht an die Fragestellung angepa�t war.Aus den Abbildungen geht hervor, da� der Fehler durch die Zeitdiskretisierung, die nichtver�andert wurde, bei etwa 0.5-1 Prozent (Zeitintegral, Abbildung 5.2) bzw. 0.002-0.003 (rms,Abbildung 5.3) liegt. Das durch den dualen Fehlersch�atzer gesteuerte Verfahren ist in der Lage,diesen Bereich mit deutlich weniger Zellen als die anderen beiden Prozesse zu erreichen. Derdrittletzte, sehr niedrige Wert des dualen Sch�atzers in Abbildung 5.2 ist allerdings eher zuf�alligerNatur; dort wechselte der Fehler sein Vorzeichen.In Abbildung 5.4 sind die vom dualen Sch�atzer und vom Energiefehlerindikator erzeugten Gitter
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t = 0 t = 16 t = 13 t = 12
Abbildung 5.4: Vergleich der vom dualen Sch�atzer (oben, nach sieben Verfeinerungsschritten)und vom Energiefehlerindikator (unten, nach sechs Verfeinerungsschritten) erzeugten Gitter undL�osungen vh.



64 KAPITEL 5. WEITERE NUMERISCHE BEISPIELEeinander gegen�ubergestellt. Es ist deutlich zu erkennen, da� der duale Sch�atzer nur dort verfeinert,wo es f�ur das Endergebnis wichtig ist, w�ahrend die Welle selbst nur sehr schlecht aufgel�ost wird.5.2 Winkelabh�angigkeit der AusbreitungsgeschwindigkeitEs ist bekannt, da� die Ausbreitungsgeschwindigkeit abh�angig davon ist, ob die Welle in Richtungder Gitterlinien oder diagonal dazu l�auft (siehe z. B. [1]). Im allgemeinen wird dieser E�ekt als"winkelabh�angige Ausbreitungsgeschwindigkeit\ bezeichnet, wobei mit dem Winkel der Winkelzwischen Ausbreitungsrichtung und den Gitterlinien gemeint ist.Der beschriebene E�ekt ist besonders da st�orend, wo die genaue Ankunftszeit einer Welle eineRolle spielt, beispielsweise beim Vergleich von simulierten Erdbebenwellen mit den Aufzeichnungenvon Me�stationen. Die Abweichung der Dispersionsrelation vom richtigen Verlauf ist f�ur Vierecks-elemente in etwa 2-5 mal kleiner als bei Dreiecken (vgl. [21]); der E�ekt der winkelabh�angigenAusbreitungsgeschwindigkeiten ist f�ur lineare Elemente besonders ausgepr�agt und soll in diesemAbschnitt untersucht werden. Das Beispiel selbst ist von keinem praktischen Wert.Zu l�osen ist wieder die homogene Wellengleichung mit konstantem Koe�zienten. Als Anfangs-verteilung wurde u0 = �(a� r)e�( ra )2 �1� r2a2� ; v0 = 0 mit a = 110 gew�ahlt. Die exakte L�osung istwieder radialsymmetrisch.Als Zielfunktional wurdeJ (u) =  Z T0 ����Z
 u(r; �; t)�!(r; �)� ! �r; �+ �4 �� dr d�����2 dt! 12= k(u;w)
kL2([0;T ])gew�ahlt. Die Gewichtsfunktion sei!(r; �) = max(cos 4�; 0) ��r � 34a � ; �(s) = (1� s2)�(1� jsj);w = �!(r; �)� ! �r; �+ �4�� ;mit a = 0:03. Die Gewichtsfunktion w ist in Abbildung 5.5 dargestellt. Sie ist so gew�ahlt, da� sie dieTeile der Welle, die parallel zu Gitterlinien und die die diagonal dazu laufen mit unterschiedlichenVorzeichen gewichtet. Auf diese Weise erh�alt man genau die Di�erenz zwischen den Teilen derWelle parallel und diagonal zum Gitter; f�ur die exakte L�osung sind die beiden Teile gleich und derWert des Funktionals ist Null. Als Referenz f�ur die Gr�o�enordnung der zu erwartenden Ergebnissekann der numerisch gewonnene Wert k(u; jwj)
kL2([0;T ]) � 3:22 � 10�3 angesehen werden, der diebeiden Teile mit dem gleichen Vorzeichen gewichtet.F�ur den dualen Fehlersch�atzer mu� wieder ein linearisiertes Funktional ~J(uh; �) gew�ahlt werden,so da� ~J(uh; e) = J (u)2 � J (uh)2; da der erste Summand verschwindet, ist die Gleichheit trotzder Nichtlinearit�at hier erf�ullbar und man w�ahltJ(uh;') = ~J(uh;') = Z T0 (w; uh)
 (w;')
 dt:Der Faktor (w; uh)
 in J gewichtet die Zeiten h�oher, bei denen eine Abweichung von der Symmetrievorliegt. Der Fehler J (u)� J (uh) = �J (uh) = �pJ (uh)2 = �p�J (u)2 + J (uh)2 wird durch�p�J(uh; e) gesch�atzt. Das Funktional J stimmt mit dem exakten Funktional (2.27) �uberein,w�ahrend das nach (2.28) linearisierte Funktional genau den doppelten Wert h�atte.In Abbildung 5.6 sind die Fehler J (uh) f�ur verschiedene Verfeinerungsstrategien dargestellt.Er ist sowohl f�ur globale Verfeinerung als auch f�ur Verfeinerung mit dem Energiefehlersch�atzerproportional zu N�1, wobei N die aufsummierte Anzahl an Freiheitsgraden der urspr�unglichenVariable u des primalen Problems ist. Dieser Verlauf korrespondiert ungef�ahr mit einer Konvergenzproportional zu h�2.
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Abbildung 5.5: Die Gewichtsfunktion w. Der besseren Darstellbarkeit halber wurde hier a = 0:06gesetzt.
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Abbildung 5.6: Fehler in Abh�angigkeit von der Zahl der Freiheitsgrade und der Rechenzeit beiverschiedenen Verfeinerungsverfahren. Man vergleiche die Werte mit dem im Text angegebenenReferenzwert 3:22 � 10�3.Zum Vergleich ist auch der Fehler bei Verwendung von kubischen Elementen dargestellt. Siezeigen das nach [1] erwartete Verhalten, da der gleiche Fehler bei weniger als der H�alfte derFreiheitsgrade und etwa der H�alfte der Rechenzeit erreicht wird.In Abbildung 5.7 sind die Werte f�ur Fehlersch�atzer und tats�achlichen Fehler angegeben, wo-bei die Verfeinerung mit dem dualen Sch�atzer durchgef�uhrt wurde. In beiden Reihen liegen dieletzten drei Punkte in doppeltlogarithmischer Auftragung praktisch kollinear und man �ndet ei-ne Konvergenzrate von N�1:05 f�ur den echten Fehler J (uh) und von N�0:95 f�ur den Sch�atzer(�J(uh; e)) 12 .Aufgrund der Konstruktion von J ist dieser Fall etwas pathologisch: nichtlineare Zielfunk-tionale m�ussen im allgemeinen linearisiert werden, wobei die Linearisierung theoretisch um dieexakte L�osung statt�nden sollte, in Ermangelung der Kenntnis davon aber um die numerischeL�osung uh gemacht wird. Im in diesem Abschnitt behandelten Fall ist die Linearisierung um dieexakte L�osung u von vornherein unm�oglich, da die funktionale Ableitung an dieser Stelle Nullist und die Linearisierung ist so bescha�en, da� J(uh;uh) = J(e;uh) = J(uh; e) = J(e; e). Dae ! 0, konvergiert auch J gegen Null und damit auch die duale L�osung �w. Die duale L�osung istsomit so bescha�en, da� sie das Gitter so steuert, da� der Fehler des letzten Verfeinerungszyklus'verringert wird; sie kann nicht verhindern, da� der Fehler an anderer Stelle neu entsteht. Es isterstaunlich, da� das Gitter trotzdem gegen eine vern�unftige Kon�guration konvergiert. Allerdingszeigte die Arbeit an diesem Beispiel, da� die Konvergenz sehr sensitiv von der Wahl der Verfei-nerungsparameter abh�angt; in einigen F�allen verfeinerte das Verfahren zwar an einigen Stellen,
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Abbildung 5.7: Vergleich zwischen echtem und gesch�atztem Fehler. Man vergleiche die Werte mitdem im Text angegebenen Referenzwert 3:22 � 10�3.vernachl�assigte aber andere, auf denen der Fehler im n�achsten Durchlauf beinahe genauso gro�war wie im aktuellen; die Verfeinerung "lief dem Fehler immer hinterher\.Es ist noch anzumerken, da� o�ensichtlich bei diesem Zielfunktional die Variante nicht m�oglichist, das duale Problem nur bis zu einer Gitterverfeinerungsstufe mitzurechnen, bei der sich die Ge-wichte !iK;n aus Abschnitt 2.4.4, als kontinuierliche Funktion aufgefa�t,2 nicht mehr wesentlich�andern. Dieser Vorschlag wurde gemacht, um den Aufwand zur Berechnung des Fehlersch�atzers zureduzieren; es w�are dann nur noch n�otig, das duale Problem auf einem groben Gitter zu berechnenund die Gewichte abzuspeichern. Dieser Ansatz ist prinzipiell auch bei nichtlinearen Zielfunktio-nalen anwendbar, wenn davon ausgegangen werden kann, da� sich die duale L�osung bei genauererRechnung des primalen Problems nicht mehr wesentlich �andert; dies ist hier aber gerade nicht derFall, da die duale L�osung nur die Genauigkeit der primalen L�osung widerspiegelt.5.3 Streuung an vielen Diskontinuit�atenAls Beispiel mit variablen Koe�zienten wurde die Wellengleichung mit einem Koe�zienten a(x)gerechnet, der viele Diskontinuit�aten enth�alt:a(x) = 1 + 12 �t(x) + t�2x+ yp3 �� ;t(s) = � 1 wenn sin(3�s) > 0;0 sonst.Der Koe�zient ist in Abbildung 5.8 dargestellt. Koe�zienten dieser Art treten in der Geologie beistark gefalteten Gesteinsschichten auf; allerdings ist die Variation des Koe�zienten im allgemeinenweit kleiner als in diesem Beispiel, daf�ur gibt es mehr Unstetigkeiten. Die Diskontinuit�aten sindso verteilt, da� sie nicht alle auf Gitterlinien und auch nicht parallel oder diagonal dazu liegen.Das Gebiet ist wieder [�1; 1]2, als Randwerte wurden oben homogene Neumann-Randbeding-ungen, �uberall sonst homogene Dirichlet-Bedingungen gesetzt; letzteres ist nicht realistisch, daeigentlich absorbierende Randbedingungen gesetzt werden m�u�ten. Die Anfangswerte wurde aufu0 = 0;v0 = �(s� r)e� jxj2s2 �1� jxj2s2 � ;mit s = 0:02 gesetzt. Die Simulationszeit wurde relativ gro� zu T = 2 gew�ahlt und es wurden 300Zeitschritte durchgef�uhrt.2Die Skalierung der Gewichte in Abschnitt 2.4.4 wurde ja gerade so durchgef�uhrt, da� sie gegen eine kontinuier-liche Funktion konvergieren.
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Abbildung 5.8: Struktur des Koe�zienten mit vielen Diskontinuit�aten.
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ZeitAbbildung 5.9: Synthetisches Seismogramm der Wellenausbreitung, am oberen Rand des Gebietesabgenommen.Fa�t man das Beispiel als die Ausbreitung einer Erdbebenwelle oder eines absichtlich einge-brachten akustischen Signals auf, so ist man daran interessiert, die Simulation wh(x; t) mit denMe�werten w(x; t) an der Ober
�ache y = 1 zu vergleichen. In Abbildung 5.3 ist das zugeh�orige,sogenannte "synthetische Seismogramm\, in dem jede vertikale Linie die Auslenkung u an der obe-ren Grenze des Gebiets zu einem bestimmten Zeitpunkt darstellt; die Auslenkung ist nach rechtsaufgetragen. Deutlich ist die hyperbolische Kurve erkennbar, die das erste Auftre�en der Welle aufden oberen Rand kennzeichnet, sowie die gekreuzten Linien, die die Verl�angerungen der Hyperbelsind und von den am rechten und linken Rand re
ektierten Teilen der Welle stammen, die anden oberen Rand kommen. Ebenfalls zu sehen sind die teilweise vorhandenen Re
exionen und dienoch aus dem Ursprung stammenden Nachwellen der Anfangsverteilung, sowie die St�orungen derFormen durch die variablen Koe�zienten.Die in diesem Beispiel zu kontrollierende Gr�o�e w�are eigentlichJ (e) = kw(x; t)�wh(x; t)k(
\fy=1g)�I :Da die exakte L�osung aber nicht bekannt ist, ist die Auswertung dieses Funktionals nicht m�oglich.Wir w�ahlen daher ein Funktional, das wenigstens die Ortsabh�angigkeit der interessierenden Gr�o�enrichtig wiedergibt und linear ist, um es verh�altnism�a�ig leicht auswerten zu k�onnen. Der Mittelwert



68 KAPITEL 5. WEITERE NUMERISCHE BEISPIELEder Funktion J (w) = Z T0 Z u(x; y = 1; t) dx dtist daf�ur allerdings nicht gut geeignet, da unterschiedliche Ankunftszeiten und -orte einzelnerWellen keinen Unterschied im Ergebnis machen. Das kann man allerdings erreichen, indem manJ (w) = Z T0 Z u(x; y = 1; t) !(x; t) dx dtmit einem stark oszillierenden Gewichtsfaktor w�ahlt, beispielsweise !(x; t) = sin(3�x) sin �5� tT �.Ein zeitlich leicht verschobenes Signal f�uhrt aufgrund des dann anderen Gewichtsfaktors zu einemdeutlich anderen Ergebnis J . Die zeitliche Oszillation ist so gew�ahlt, da� die Periode deutlichgr�o�er als die Periode der Wellen ist, andererseits aber auch wieder nicht so gro�, da� die Sensiti-vit�at gegen Verschiebungen in der Gr�o�enordnung beispielsweise einer halben Periode der Wellenverloren ginge. Die zeitliche Periode der Gewichtsfunktion wurde hier 30 mal so gro� wie eine ty-pische Zeit (Radius der Anfangsverteilung durch mittlere Ausbreitungsgeschwindigkeit) gew�ahlt,die �ortliche Periode ebenfalls 30 mal so gro� wie eine typische L�ange (hier der Radius der An-fangsverteilung).Die Ergebnisse der Rechnung sind in den Abbildungen 5.10 und 5.11 dargestellt. In der erstenAbbildung ist der Verlauf von J (wh) gegen die Anzahl an Gitterzellen widergegeben. Die er-sten drei Wertepaare von dualem Fehlersch�atzer und Energiefehlerindikator sind identisch, da dieVerfeinerung in diesen Durchl�aufen jeweils nach dem Energiefehlerindikator durchgef�uhrt wurde.Durch Extrapolation der Werte bekommt man eine Sch�atzung des exakten Wertes des Zielfunktio-nals; durch Vergleich mit diesem Wert erkennt man, da� die Rechnung mit dem dualen Problemin der Lage ist, das Funktional mit deutlich geringerer Zellzahl gut zu approximieren.In der zweiten Gra�k sind die vom Energiefehlerindikator und dem dualen Sch�atzer erzeugtenGitter und L�osungen gezeigt. Man erkennt deutlich, da� der duale Sch�atzer in der Lage ist, dieLokalisierung des Ein
u�gebietes zu ber�ucksichtigen, indem nur der Bereich von 
 verfeinert wird,von dem aus �uberhaupt Beitr�age zu J (�) gelangen k�onnen; insbesondere werden gegen Ende derRechnung wesentlich weniger Zellen ben�otigt als beim Energiefehlerindikator, der versucht, allenWellen und Re
exionen zu folgen. Das vom dualen Sch�atzer zum Zeitpunkt t = 0 erzeugte Gitterist st�arker verfeinert als das des Energiefehlerindikators, da dort versucht wird, das Gitter nebender primalen auch an die duale L�osung anzupassen (vgl. Abschnitt 4.5.1).Dualer Sch�atzer EnergiefehlerindikatorN J (wh) N J(wh)327:789 �2:985 � 10�6 327:789 �2:985 � 10�6920:380 �4:630 � 10�6 920:380 �4:630 � 10�62:403:759 �4:286 � 10�6 2:403:759 �4:286 � 10�61:918:696 �4:177 � 10�6 5:640:223 �4:385 � 10�62:975:119 �4:438 � 10�6 10:189:837 �4:463 � 10�66:203:497 �4:524 � 10�6 17:912:981 �4:521 � 10�641:991:779 �4:517 � 10�6Abbildung 5.10: Vergleich der mit dem dualen Sch�atzer und dem Energiefehlerindikator erhaltenenErgebnisse J(wh) in Abh�angigkeit von der ben�otigten Zellzahl. Durch Extrapolation bekommt manals wahrscheinlichsten Wert J(w) = �4:515 � 10�6 : : :� 4:520 � 10�6.5.4 Teilweise Re
exion an GitterunstetigkeitenDie teilweise Re
exion (spurious re
ection) von Wellen an Gitterdiskontinuit�aten ist ein in derLiteratur vielfach beschriebenes und als gro�es Hindernis f�ur die Verwendung adaptiver Methoden
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t = 0 t = 23 t = 43 t = 2

Abbildung 5.11: Vom dualen Sch�atzer (oben) und vom Energiefehlerindikator (unten) erzeugtenGitter und L�osungen u zu verschiedenen Zeitpunkten. Da zum Anfangszeitpunkt u0 = 0 ist, istlinks unten v0 dargestellt.



70 KAPITEL 5. WEITERE NUMERISCHE BEISPIELEerkanntes Problem. Um es zu untersuchen, wurden Rechnungen der Wellengleichung mit konstan-ten Koe�zienten a = � = 1 auf dem Gebiet (0; 3)� (0; 1) durchgef�uhrt; oben und unten wurdenhomogene Neumann-Randwerte, links und rechts Dirichlet-Randwerte vorgeschrieben, wobeidie Randfunktion links zu gD(x = 0; y; t) = � sin2(5�t) f�ur t < 0:2;0 sonstgew�ahlt wurde. Die L�osung ist eine von links in das Gebiet hineinlaufende Welle.F�ur Rechnungen ohne Adaptivit�at wurde das Gitter in Abbildung 5.12 verwendet; die beidenUnstetigkeiten des Gitters liegen bei x = 1 und x = 1:25. Solche Gitter sind in der Geophysiktypisch, um die Zone niedriger Ausbreitungsgeschwindigkeit nahe der Erdober
�ache aufzul�osen,ohne das ganze Erdinnere mit einem feinen Gitter zu �uberziehen (vgl. [2]). Da die kleinste Ortsgit-terweite im feinen Teil links h = 164 betrug, wurde auch k = 164 gew�ahlt; das Verh�altnis von halberWellenl�ange (d. h. der L�ange der Welle) zu h betr�agt damit etwa 13, ebenso wie das Verh�altnisvon halber Periodendauer zur Zeitschrittweite.
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0 1 2 3Abbildung 5.12: Festes Gitter mit Diskontinuit�aten (links) und typisches Gitter bei der Verwendungadaptiver Verfahren (rechts).
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Abbildung 5.13: Vergleich der Signale u(x = 0:5; y = 0:5; t) bei festem Gitter (links) und beiVerwendung des Energiefehlerindikators (rechts). Die Amplitude des Hauptsignals ist 1:0.Um die Re
exion der von links gegen die Gitterunstetigkeiten laufenden Wellen zu verdeutli-chen, ist in Abbildung 5.13 der Verlauf der Auslenkung u(x = 12 ; y = 12 ; t) f�ur t > 0:7 dargestellt.Die exakte L�osung ist an diesem Punkt f�ur t > 0:7 identisch Null, da die einlaufende Welle einehalbe Zeiteinheit bis zu diesem Punkt ben�otigt und den Punkt demnach auch eine halbe Zeitein-heit nach dem Ende der Injektion vom linken Rand passiert hat. Stattdessen beobachtet man amAnfang noch die Nachl�aufer der Welle, die hier aber nicht interessieren, sowie zwischen t = 1:5 und1:7 die Re
exion der Welle an der ersten Unstetigkeit und ab t = 2 die Re
exion an der zweitenUnstetigkeit; ab t = 2:5 ist au�erdem die am linken Rand re
ektierte erste Re
exion wieder amAuswertungspunkt. Die zeitliche L�ange der zweiten Re
exion ist wesentlich gr�o�er als die Dauer



5.4. TEILWEISE REFLEXION AN GITTERUNSTETIGKEITEN 71der urspr�unglichen Welle von 0:2 Zeiteinheiten; diese Verl�angerung r�uhrt daher, da� das Hauptsi-gnal nach Passieren der ersten und vor Erreichen der zweiten Gitterunstetigkeit bereits eine L�angevon rund 0:3, nach Passieren der zweiten Diskontinuit�at sogar von rund 0:7 Zeiteinheiten (jeweilsohne die kleinen Nachl�aufer) hat. Die Amplitude der ersten Re
exion betr�agt rund 0:9 Prozent,die der zweiten etwa 6 Prozent der Amplitude der urspr�unglichen Wellen. Insgesamt tritt bei derVerwendung dieser festen Gitters also neben der starken �Anderung der Form der prim�aren Welleauch Re
exion mit einer nicht vernachl�assigbaren Amplitude auf.Die Ergebnisse mit Verfeinerung durch einen Energiefehlerindikator sind dagegen in den Ab-bildungen 5.12 und 5.13 jeweils rechts dargestellt. Der maximale Verfeinerungsgrad wurde sobegrenzt, da� keine Zelle kleiner als die kleinste Zelle des festen Gitters war; insgesamt hatte dieseRechnung aufsummiert 209.296 Freiheitsgrade in der Variable u (und damit doppelt so viele ins-gesamt), w�ahrend die Rechnung auf dem festen Gitter 958.245 ben�otigte. Es ist o�ensichtlich, da�die Re
exion an Gitterunstetigkeiten keine Rolle spielt, was auch nicht �uberrascht, da das Gitterja gerade so gew�ahlt war, da� es der Welle folgt und diese daher nie eine gr�o�ere Unstetigkeittre�en sollte.Eine sich in diesem Zusammenhang jedoch ergebende Frage ist, was bei Verwendung des dua-len Sch�atzers zur Gitterverfeinerung passiert. Bei diesem wird das Gitter nicht ausschlie�lich nachder L�osung, sondern auch nach der Zielgr�o�e gesteuert, und die in den letzten Abschnitten undKapiteln gegebenen Beispiele zeigen, da� es dabei normal ist, da� einige Wellen nicht aufgel�ostwerden und also irgendwann in ein Gebiet mit gr�oberem Gitter laufen. Dabei sollten auch Re-
exionen entstehen, die in das Ein
u�gebiet des Zielfunktionals zur�ucklaufen und das Ergebnisder Rechnung verf�alschen. Man k�onnte dies vergleichen mit der error pollution bei elliptischenDi�erentialgleichungen, bei der auch aufgrund nicht optimal angepa�ter Gitter Fehler weitab vomUrsprungsort des Problems, beispielsweise einer Singularit�at an einer einspringenden Ecke, auftre-ten. Der Fehler kann hier sowohl �ortlich als auch zeitlich weitab von der Stelle auftreten, wo dasGitter nicht optimal war.Es ist nun fraglich, ob der duale Sch�atzer in der Lage ist, die Beein
ussung der Zielgr�o�e durchteilweise Re
exion zu "sehen\ und das Gitter entsprechend zu ver�andern. Im allgemeinen ist daszweifelhaft und es scheint nicht ausgeschlossen, da� der duale Sch�atzer diese Art von Fehlern nurschlecht unterdr�ucken kann; hier sind weitere Untersuchungen notwendig, die im Rahmen dieserArbeit aber nicht mehr durchgef�uhrt werden konnten.
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Anhang AA priori Fehlerschranken f�ureinige ZeitschrittverfahrenIn diesem Abschnitt sollen einige a priori Absch�atzungen der Zeitdiskretisierung des verwendetenSystems ut � v = 0; (A.1)vt ��u = 0; (A.2)u(x; 0) = u0;v(x; 0) = v0gegeben werden. Der Einfachheit halber werden die Koe�zienten als konstant angenommen.Dar�uberhinaus wird nur der E�ekt der Zeitdiskretisierung betrachtet, was es erlaubt, scharfeAbsch�atzungen des L1-Fehlers zu erhalten; der durch die Ortsdiskretisierung verursachte Fehlerwird nicht einbezogen.Die Rechnungen sind nur f�ur eine Raum- und eine Zeitdimension, sowie ein �ortlich unbe-schr�anktes Gebiet durchgef�uhrt, um die Formeln �ubersichtlich zu halten. Die Erweiterung aufmehrere Raumdimensionen ist leicht durchf�uhrbar, indem man die entsprechenden GreenschenFunktionen verwendet; diese sind auch f�ur zwei und mehr Raumdimensionen bekannt (vgl. bei-spielsweise [9]). Die Einschr�ankung auf ein beschr�anktes Gebiet ist nur f�ur Punkte des Gebietsrelevant, deren Abstand zum Rand kleiner als die Zeitschrittweite mal der Ausbreitungsgeschwin-digkeit ist; man kann sich leicht �uberlegen, da� die Mehrzahl der Ergebnisse g�ultig bleibt, fallsre
ektierende (d. h. Dirichlet- oder Neumann-) Randbedingungen verwendet werden.A.1 VorbemerkungenWir betrachten die exakte L�osung der Wellengleichung zum Zeitpunkt t = k, d. h. nach dem erstenZeitschritt, die wir mit der semidiskretisierten L�osung vergleichen werden. Erstere ist gem�a� derd'Alambertschen Formel durchu(x; t = k) = 12 (u0(x� k) + u0(x+ k)) + 12 Z k�k dy v0(x� y)= Z 1�1 dy 12 (�(y � k) + �(y + k))u0(x� y)+ Z 1�1 dy 12�(k � jyj) v0(x� y) (A.3)gegeben. Sie l�a�t sich also angeben als Faltung der Anfangswerte mit Integralkernen. Aus demVergleich der exakten Integralkerne mit den bei der Diskretisierung entstehenden werden wir73



74 ANHANG A. A PRIORI FEHLERSCHRANKEN F�UR ZEITSCHRITTVERFAHRENversuchen, die G�ute eines Verfahrens abzusch�atzen. Der Vergleich wird jeweils f�ur den erstenZeitschritt durchgef�uhrt werden, und da wir nur die Semidiskretisierung betrachten werden, sindu0 und u0 synonym.F�ur die folgende Analyse ben�otigen wir noch zwei Lemmata:Lemma 1 Es gilt k (� � !) (x)k2L2(x) = 2� �j~�(p)j2; j~!(p)j2�L2(p) ;wobei � das Faltungsprodukt (� � !) (x) = R �(y)!(x�y) dy bezeichne und ~� und ~! die Fourier-Transformierten von � und ! sind.Beweis: Zuerst zeigen wir, da� das Faltungsprodukt im Fourier-Raum dem normalen Produktentspricht:F [(� � !)(x)] (p) = Z dx 1p2� eipx Z dy �(y) !(x� y)= Z dx 1p2� eipx Z dy ���Z dq 1p2�e�iqy ~�(q)��Z dr 1p2� e�ir(x�y)~!(r)�= 1p2�3 Z dq Z dr Z dx ei(p�r)x Z dy ei(r�q)y ~�(q)~!(r)= 1p2�3 Z dq Z dr 2��(p� r) 2��(r � q)~�(q)~!(r)= p2� ~�(p) ~!(p):F [�] bezeichne dabei die Fourier-Transformation. Nun giltk� � !k2L2 = Z dx j� � !j2= Z dx ��F�1 [F [� � !]]��2= Z dx ����Z dp 1p2� e�ipx �p2�~�(p)~!(p)�����2= Z dx�Z dp e�ipx~�(p)~!(p)��Z dq e�iqx~�(q)~!(q)��= Z dp Z dq Z dx e�i(p�q)x~�(p)~!(p)~��(q)~!�(q)= Z dp Z dq 2��(p� q) ~�(p)~!(p)~��(q)~!�(q)= 2� Z dp j~�(p)j2 j~!(p)j2Das vollendet den Beweis. 2Lemma 2 Mit dem obigen Lemma und der H�olderschen Ungleichung folgtk� � !k2L2 � 2� k~�k2L2m k~!k2L2nmit 1m+ 1n = 1, sofern die entsprechenden Normen existieren. Falls diese Normen existieren, geltenwegen k~�k2L2 = k�k2L2



A.2. DAS IMPLIZITE EULER-VERFAHREN 75mit m = 1; n =1 insbesondere die folgenden Ungleichungen:k� � !k2L2 � 2� k�k2L2 k~!k2L1 ;k� � !k2L2 � 2� k~�k2L1 k!k2L2 :Beweis: Die Aussagen folgen durch Einsetzen, weshalb nur die mittlere Identit�at bewiesen sei:k~�k2L2 = Z dp ~�(p)~��(p)= Z dp �Z dx 1p2� eipx�(x)��Z dy 1p2� e�ipy��(y)�= 12� Z dx Z dy Z dp ei(x�y)p�(x)��(y)= 12� Z dx Z dy 2��(x� y) �(x)��(y)= Z dx j�(x)j2= k�k2L2 : 2A.2 Das implizite Euler-VerfahrenA.2.1 VerfahrenVerwendet man das implizite Euler-Verfahren, so erh�alt man aus (A.1) und (A.2) f�ur die L�osungu1 zum ersten Zeitschritt die Gleichungenu1 = u0 + kv1;v1 = v0 + k�u1:Dabei ist k die Zeitschrittweite. F�ur die folgenden Zeitschritte gelten nat�urlich analoge Formeln.Die beiden Gleichungen lassen sich in�1� k2��u1 = u0 + kv0; (A.4)v1 = 1k �u1 � u0� (A.5)umformen. Es ist also nur noch eine echte Gleichung zu l�osen, die zweite Gleichung ist eine ArtPostprocessing-Schritt.A.2.2 AnalyseDie Greensche Funktion zum Operator (1� k2�) ist in einer Dimension durchg(y) = 12ke� jyjk ;gegeben, so da� f�ur die N�aherung u1 gilt:u1 = Z 1�1 dy 12ke� jyjk �u0(x� y) + kv0(x� y)�= Z 1�1 dy 12ke� jyjk u0(x� y) + Z 1�1 dy 12e� jyjk v0(x � y): (A.6)



76 ANHANG A. A PRIORI FEHLERSCHRANKEN F�UR ZEITSCHRITTVERFAHRENW�ahrend der zweite Term tats�achlich im wesentlichen eine Mittelung �uber den Bereich �k � y � kist und somit den kastenf�ormigen Integralkern im zweiten Term von (A.3) einigerma�en vern�unf-tig ann�ahert, zeigt der erste Term keinerlei �Ahnlichkeit mit der exakten L�osung. Schaubilder derapproximativen und der exakten Integralkerne sind in Abbildung A.1 zu �nden. Beide Terme ver-letzen die Endlichkeit der Ausbreitungsgeschwindigkeit, was angesichts des elliptischen Charaktersvon (A.4) auch nicht weiter �uberrascht.
0

1

2

3

4

5

6

-0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3

Exakt
Euler implizit

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

-0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3

Exakt
Euler implizit

Abbildung A.1: Erster und zweiter Integralkern f�ur das implizite Euler-Verfahren bei k = 110 .L1-FehlerEs gilt wegen (A.3) und (A.6)�u(k)� u1� (x) = (a � u0)(x) + k(b � v0)(x) (A.7)mit a(y) = 12�(y � k) + 12�(y + k)� 12ke� jyjk ;b(y) = 12k�(k � jyj)� 12ke� jyjk :Aus b wurde eine k-Potenz aus Gr�unden, die weiter unten klar werden, herausgezogen.Damit ist���u(k)� u1� (x)�� = ����a(y); u0(x� y)�L2(y) + k �b(y); v0(x � y)�L2(y)���� ����a(y); u0(x� y)�L2(y)���+ k ����b(y); v0(x� y)�L2(y)��� :Das wollen wir gerne durch die H�oldersche Ungleichung auswerten. F�ur den ersten Term mita kommt dabei nur die L1-Norm in Frage, da die L1-Norm nicht existiert und wir sonst nichtwissen, wie wir zum Beispiel f�ur die L2-Norm das Quadrat einer Delta-Funktion auswerten sollen;f�ur den zweiten Summanden k�onnen wir die Normen mit 1n + 1m = 1 frei w�ahlen:� ka(y)kL1(y) 

u0(x� y)

L1(y) + k kb(y)kLm(y) 

v0(x � y)

Ln(y) :Die rechte Seite h�angt jetzt nicht mehr von x ab. Die Normen von a und b k�onnen wir ausrechnenund erhalten beispielsweise f�ur m = n = 2

u(k)� u1

L1 � 2 

u0

L1 +r1e � 14 pk 

v0

L2 : (A.8)



A.2. DAS IMPLIZITE EULER-VERFAHREN 77Da� wir nur die Ordnung O(1) erhalten, ist ebenso wie der Vorfaktor kein technisches Problemder Absch�atzung von a, sondern eine scharfe Absch�atzung, wie sich an einem einfachen Beispieldemonstrieren l�a�t. Seien daf�ur als Anfangswerteu0(x) = � 1 f�ur x = �k;0 sonst;v0(x) = 0oder eine geeignete, gegen diese Funktionen konvergierende Funktionenfolge gegeben. Nach A.3 istdann u(0; k) = 1, jedoch ist u1(0) = 0 nach (A.6). Damit ist schon 

u(k)� u1

L1 = 1 = 

u0

L1 .Der Vorfaktor l�a�t sich mit einem etwas technischeren Beispiel demonstrieren, wenn man v0 sosetzt, da� die beiden Punktwerte von u0 nicht in jeweils beide Richtungen laufen, sondern beideausschlie�lich zum Ursprung hin. Dort ist dann u(0; k) = 2, die L1-Norm von u0 hat sich abernicht ge�andert.L2-FehlerMit (A.7) ist

u(k)� u1

2L2 = Z dx ����a(y); u0(x� y)�L2(y) + k2 �b(y); v0(x� y)�L2(y)���2� 2 Z dx ���a(y); u0(x� y)���2 + 2k2 Z dx ���b(y); v0(x� y)���2 :Diesmal ist die Aufteilung mit der H�olderschen Ungleichung nicht m�oglich, da dann aus dem er-sten Term das Integral 2 R1�1 dx 22 

u0

2L1 entstehen w�urde, also ein Integral �uber eine Konstante,was nat�urlich divergiert.Man mu� hier versuchen, die Lokalisierung von a besser auszunutzen. Verwendet man jedochLemma 1, so erh�alt man f�ur den ersten Term

�a � u0� (x)

2L2 = 2� Z dp j~aj2 ��~u0��2 ;wobei wir ~a aus der Berechnung von g und von der Fouriertransformierten der Deltafunktionenkennen: = 2� Z dp j~u0(p)j2 � 1p2� �cos kp� 11 + k2p2��2 :Dieser Term ist ohne Absch�atzung zustande gekommen und l�a�t sich wie folgt deuten: f�ur kleine kpist der Kosinus eine Approximation erster Ordnung f�ur den Bruchterm, das hei�t der zweite Termist bis etwa kp = 0:2 klein. Der ganze Term ist also klein, falls j~u0(p)j2 au�erhalb von jpj < 0:2kverschwindet. Die Bedeutung dieser Bedingung ist in Abschnitt A.5 genauer erl�autert.Nimmt man f�ur u0 als Regularit�at an, da� ~u0(p) � 0 f�ur jpj � p0, p0 klein genug, dann gilt f�urdiesen Term aufgrund der H�olderschen Ungleichung mit 1n + 1m = 1:� k j~u0j2kLn (Z p0�p0 dp �cos kp� 11 + k2p2�2m) 1m :F�ur kleine p0 kann man das Integral aus der Reihenentwicklung heraus berechnen und erh�alt

�a � u0� (x)

2L2 � 2�2+ 1m (4m+ 1)� 1m p4+ 1m0 k4k~u0k2L2n :Allerdings konvergiert die Reihenentwicklung des Integranden sehr schlecht, so da� die Ab-sch�atzung mit dem ersten Reihenglied zwar f�ur alle Werte kp richtig, aber nur bis etwa kp0 = 0:5



78 ANHANG A. A PRIORI FEHLERSCHRANKEN F�UR ZEITSCHRITTVERFAHRENgut ist. Wie wir gleich sehen werden, sind wir haupts�achlich an der L1-Norm von ~a interessiert.Wir de�nieren daher a21(s) = max�s�x�s�cosx� 11 + x2�2 : (A.9)Diese Funktion ist leicht numerisch auswertbar.F�ur den zweiten Term erh�alt man ganz analog:

�b � v0� (x)

2L2 = Z dp j~v0(p)j2 � sin kpkp � 11 + k2p2�2 :H�atten wir nicht ein k aus b herausgezogen, so w�urde der Integrand au�er von kp auch noch von kabh�angen. Integriert man wieder f�ur kleine kp0 nur das erste Reihenglied, so ist 

�b � v0� (x)

2L2 �c2bp4+ 1�0 k4k~v0k2L2� . Au�erdem de�nieren wir nochb1(s)2 = max�s�x�s� sinxx � 11 + x2�2 : (A.10)Damit haben wir f�ur kleine kp0 insgesamt

u(k)� u1

2L2 � c2ap4+ 1m0 k4k~u0k2L2n + c2bp4+ 1�0 k6k~v0k2L2� ; (A.11)mit dem gew�ahlten p0 und den wie beschrieben berechenbaren Konstanten c2a;b. Insbesondereerh�alt man wegen k~ukL2 = kukL2 mit n = � = 1;m = � =1:

u(k)� u1

2L2 � 14p40 k4ku0k2L2 + 2536p40 k6kv0k2L2 :Die bessere Absch�atzung mit den numerisch auswertbaren Funktionen a1 und b1 ergibt

u(k)� u1

2L2 � a21(kp0)ku0k2L2 + b21(kp0)k2kv0k2L2 :Um eine vorgegebene Genauigkeit zu erreichen, m�ussen wir k so klein w�ahlen, da� die Vorfaktorenbei gegebenem p0 klein genug werden. a21 und b21 sind in den Abbildungen A.3 f�ur verschiedeneVerfahren gegen�ubergestellt.A.3 Das �-VerfahrenA.3.1 VerfahrenDiskretisiert man (A.1) und (A.2) mit dem Fractional-�-Verfahren, so erh�alt man die folgendenbeiden Gleichungen: u1 = u0 + k�1v1 + k(1� �1)v0;v1 = v0 + k�2�u1 + k(1� �2)�u0;oder nach einer Umformung:(1� k2�1�2�)u1 = u0 + kv0 + k2�1(1� �2)�u0; (A.12)v1 = 1k�1 (u1 � u0)� 1� �1�1 v0:Der Allgemeinheit halber haben wir zwei verschiedene Konstanten �1, �2 gew�ahlt. Ebenso wiebeim impliziten Euler-Verfahren ist auch hier nur eine echte Gleichung zu l�osen.



A.3. DAS �-VERFAHREN 79A.3.2 AnalyseF�ur die erste Gleichung ist die Greensche Funktion durchg(x) = 12kp�1�2 e� jxjkp�1�2gegeben, und wir erhalten f�ur die semidiskretisierte L�osung nach einem Zeitschrittu1 = �g � �u0 + kv0 + k2�1(1� �2)�u0�� (x): (A.13)Wir k�onnen den Ableitungsoperator durch partielle Integration auf g wirken lassen und erhaltenmit der De�nitionsgleichung von g:u1 = Z 1�1 dy � 12k�2p�1�2 e� jyjkp�1�2 � 1� �2�2 �(y)�u0(x� y)+ Z 1�1 dy 12p�1�2 e� jyjkp�1�2 v0(x� y): (A.14)Im ersten Integralkern wird in der Mitte des unerw�unschten exponentiellen Peaks (vgl. Ab-bildung A.1) eine Deltafunktion abgezogen. Im Finite-Elemente-Kontext k�onnen wir diese Del-tafunktion wohl als Hutfunktion der Breite 2h und der H�ohe 1h ansehen. Im g�unstigsten Fall isth = k, dann ergibt sich die in Abbildung A.2 gezeigte Funktion. F�ur andere Werte von h ist dieApproximation schlechter, was oft der Fall sein wird, da wir wegen des impliziten Charakters desVerfahrens die Zeitschrittweite gr�o�er als h machen k�onnen.Das �, bei dem das Verh�altnis der abgezogenen Funktion zur Exponentialfunktion maximalwird, ist wie erwartet � = 12 , entsprechend dem Crank-Nicolson-Verfahren.
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Abbildung A.2: Erster und zweiter Integralkern f�ur das Crank-Nicolson-Verfahren bei k = 110und links h = k.L1-FehlerDen Fehler kann man mit (A.3) und (A.13) wieder als�u(k)� u1� (x) = (a � u0)(x) + k(b � v0)(x) (A.15)darstellen, mit a(y) = 12�(y � k) + 12�(y + k)� 12k�2p�1�2 e� jyjkp�1�2 + 1� �2�2 �(y);b(y) = 12k�(k � jyj)� 12kp�1�2 e� jyjkp�1�2 :



80 ANHANG A. A PRIORI FEHLERSCHRANKEN F�UR ZEITSCHRITTVERFAHRENWir erhalten ganz analog zu obenku(k)� u1kL1 � kak1ku0k1 + kkbkLmkv0kLn ;mit 1m + 1n = 1. W�ahlt man wieder m = n = 2 und rechnet die Integrale aus, so erh�alt manku(k)� u1kL1 � 2�2 ku0kL1 +se� 1p�1�2 � 12 + 14p�1�2 pkkv0kL2 :Auch hier ist der Vorfaktor des ersten Terms wieder scharf, wof�ur sich Beispiele analog demoben gezeigten konstruieren lassen. Im allgemeinen ist der L1-Fehler bei diesem Verfahren alsoschlechter als beim impliziten Euler-Verfahren. F�ur �1 = �2 = 1 erh�alt man nat�urlich wieder dieFormel f�ur das implizite Euler-Verfahren.L2-FehlerMan geht wieder ebenso wie oben vor und erh�alt

u(k)� u1

2L2 � 

a � u0

2L2 + k2

b � v0

2L2� 2�k~ak2L2mk~u0k2L2n + 2�k2k~bk2L2�k~v0k2L2�mit k~ak2L2m = 12� (Z dp�cos pk � 1�2 11 + k2�1�2p2 + 1� �2�2 �2m) 1m ;k~bk2L2� = 12� (Z dp� sin(kp)kp � 11 + k2�1�2p2�2�) 1� :Betrachtet man die ersten Reihenglieder der Entwicklung nach p, so ergibt sichk~ak2mL2m = 12� Z dp�(1� 2�1)2 k4p44 + (1� 2�1)(24�21�2 � 1)k6p624+ (8640�41�22 � 2880�31�22 � 240�21�2 � 8�1 + 9)k8p82880 + � � ��m;k~bk2�L2� = 12� Z dp�(1� 6�1�2)k4p436 � (1� 6�1�2)(1� 120�21�22)k6p6360+ (3�41�42 � 13�31�32 � 160�21�22 � 12520�1�2 + 41302400)p8k8 + � � ���:W�ahlt man also �1 = 12 und �2 = 13 und f�uhrt wieder die Abschneidefrequenz p0 ein, so erh�altman die maximale Ordnung:k~ak2L2m � 12� 1576 � 28m+ 1� 1m p8+ 1m0 k8;k~bk2L2m � 12� 49129600 � 28�+ 1� 1� p8+ 1�0 k8:Zusammen erg�abe sich f�ur n = � = 1;m = � =1:

u(k)� u1

2L2 � 1576p80 k8ku0k2L2 + 49129600p80 k8kv0k2L2 : (A.16)



A.4. DAS DG(1)-VERFAHREN 81Allerdings ist das Verfahren f�ur diese Wahl der �i nicht stabil.W�ahlt man dagegen mit � = 12a21(s) = max�s�x�s�cosx� 1� 11 + �2x + 1� �� �2 ;b21(s) = max�s�x�s� sin(x)x � 11 + �2x2�2 ;so ergibt sich wieder 

u(k)� u1

2L2 � a21(kp0)ku0k2L2 + b21(kp0)k2kv0k2L2 :a21 und b21 sind wieder in den Abbildungen A.3 zu �nden.A.4 Das DG(1)-VerfahrenA.4.1 VerfahrenDa wegen der Linearit�at der Wellengleichung das implizite Euler-Verfahren identisch mit demunstetigen Galerkin-Verfahren nullter Ordnung, DG(0), ist, sind die Fehlergrenzen f�ur diesesVerfahren bereits oben hergeleitet. Wir betrachten daher nur noch das DG(1)-Verfahren.Mit U = (u; v)T lassen sich (A.1) und (A.2) alsUt = � 0 1� 0�U =: BUschreiben, wobei B die Systemmatrix sei. Das DG(1)-Verfahren f�ur Systeme schreibt sichU1� = Z k0 BU(t) dt+ U0�;U1� � U0+ = Z k0 BU(t) tk dt:Setzt man U(t) = tkU1� + k�tk U0+ ein, so ergibt sich darausU1� = k2B(U1� + U0+) + U0�;U1� � U0+ = k3BU1� + k6BU0+;oder wieder in "alter\ Schreibweise: u1� = k2 (v1� + v0+) + u0�; (A.17)v1� = k2�(u1� + u0+) + v0�; (A.18)u1� � u0+ = k3 v1� + k6v0+; (A.19)v1� � v0+ = k3�u1� + k6�u0+: (A.20)Aus (A.17) und (A.19) ergibt sich der Postprocessing-Schritt, um U1� zu erhalten:U1� = P+U0+ + P�U0�



82 ANHANG A. A PRIORI FEHLERSCHRANKEN F�UR ZEITSCHRITTVERFAHRENmit P+ = �3 �k26k �2� ; P� = ��2 0� 6k 0� :Die beiden Matrizen P� propagieren sozusagen die L�osung auf dem Intervall (0; k) von einemZeitschritt zum n�achsten.Eingesetzt in (A.18) und (A.20) ergibt sich die Gleichung, die uns �uber den Sprung in t = 0hinweghilft:  6k � 2k� �2 + k24 �6k � 76k� �3 + k26 �!U0+ = � 6k � k� 16k � 23k� 0�U0�: (A.21)A.4.2 AnalyseMan kann Gleichung (A.21) diagonalisieren:(144� 76k2�+ k4�2)U0+ = �(@)U0�;mit dem Matrixoperator �(@) = � 4(36� 7k2�) 4k(18� k2�)4k�(18� k2�) 4(36� 7k2�)� :Diese Darstellung ist zwar f�ur die Numerik ungeeignet, da sie zuviel Regularit�at von der L�osungfordert; sie erlaubt aber eine einfachere Analyse, da die Greensche Funktion g(y) zum Operatorauf der linken Seite skalar ist. g(y) ist in diesem Fall nicht mehr berechenbar; das macht abernichts, da wir g auch gar nicht brauchen, sondern die Fourier-Transformierte ~g, die direkt durch~g(p) = 1p2� 1144 + 76k2p2 + k4p4 (A.22)gegeben ist.Damit gilt: U0+ = �g � �(@)U0�� (x);und mit den P�-MatrizenU1�(x) = �g � P+�(@)U0�� (x) + P�U0�(x)= Z dy �F�1[~g](x� y)P+�(@y) + �(x � y)P��U0�(y):Da g skalar ist, vertauscht es mit den Matrizen und wir k�onnen die partielle Integration einfachdurchf�uhren: = Z dy �P+�(@y)F�1[~g](y) + �(y)P��U0�(x� y):Eigentlich w�urde man im Argument zu � durch die partielle Integration ein anderes Vorzeichenerhalten, das jedoch durch das Vorzeichen von y im Argument zu g wieder verschwindet. Mankann nun � mit unter das Integral der Fouriertransformation ziehen und erh�alt damitU0+(x) = Z dy F�1 �P+�(�ip)~g + 1p2�P�� (y) U0�(x � y)= �T � U0�� (x)



A.5. BEDEUTUNG DER BEDINGUNG "~U(P ) = 0 F�UR jP j � P0\ 83mit der Transfermatrix T = F�1 �P+�(�ip)~g + 1p2�P�� :Daraus erhalten wir wieder unsere Fehleridentit�at:�u(k)� u1� (x) = (a � u0)(x) + k(b � v0)(x)mit den Gr�o�en a(y) = 12(�(y � k) + �(y + k))� T11;b(y) = 12k�(k � jyj)� 1kT12:L1-FehlerDer L1-Fehler ist diesmal nicht so leicht berechenbar, da wir a(y) und b(y) nicht explizit ken-nen, sondern nur deren Fourier-Transformierten. M�oglicherweise ist es trotzdem machbar, indemman Eigenschaften der inversen Fourier-Transformation trickreich nutzt, um die L1-Norm derIntegralkerne zu berechnen; dieser Weg sei hier aber nicht weiter verfolgt.L2-FehlerDie Normen der Fourier-Transformierten der Integralkerne sind jetzt mit der Abschneidefrequenzp0 durch k~ak2L2m = 12� (Z p0�p0 dp�cospk � 2(216 + 60k2p2 + k4p4)144 + 76k2p2 + k4p4 + 2�2m) 1m ;k~bk22� = 12� (Z p0�p0 dp�sin(kp)kp � 144� 2k2p2144 + 76k2p2 + k4p4�2�) 1�gegeben. Diese Normen hier explizit zu berechnen ist zwar m�oglich (und ergibt Proportionalit�atenzu p4+ 1m0 k4 und p4+ 1�0 k4), ist aber nicht sinnvoll, da die Reihenentwicklungen sehr schlecht kon-vergieren; insbesondere haben die ersten Terme das gleiche Vorzeichen. Wir de�nieren deshalbwieder a21(s) = max�s�x�s�cosx� 2(216 + 60x2 + x4)144 + 76x2 + x4 + 2�2 ;b21(s) = max�s�x�s� sinxx � 144� 2x144 + 76x2 + x4�2 ;und erhalten 

u(k)� u1

2L2 � a21(kp0)ku0k2L2 + b21(kp0)k2kv0k2L2 :A.5 Bedeutung der Bedingung "~u(p) = 0 f�ur jpj � p0\In der Herleitung der L2-Fehlerabsch�atzungen wurde von der Bedingung~u(p) = 0 f�ur jpj � p0Gebrauch gemacht, um die Integrale asymptotisch berechnen zu k�onnen. Die Forderung dieserBedingung erscheint auf Anhieb etwas willk�urlich, ist aber bei genauerer Betrachtung durchaus



84 ANHANG A. A PRIORI FEHLERSCHRANKEN F�UR ZEITSCHRITTVERFAHRENvern�unftig: nimmt man an, da� die Bedingung gilt, so gibt es eine gr�o�te Frequenz p0 in derFourierentwicklung von u(x; t). Die (r�aumlich) am schnellsten variierenden Anteile von u(x; t)haben also die Frequenz p0 und damit die Wellenl�ange � = 2�p0 .Im Rahmen der sp�ateren r�aumlichen Diskretisierung legen wir durch die Wahl einer minimalenvetretbaren Gitterweite fest, bis zu welcher Gr�o�enordnung wir die Eigenschaften der exaktenL�osung approximieren wollen. Eine vern�unftige Au
�osung ist beispielsweise f�ur Variationen derWellenl�ange � � 2h mit der Ortsgitterweite h gegeben (eine Periode eines Sinus mit weniger alszwei Geradenst�ucken anzun�ahern geht vern�unftigerweise nicht). Wenn wir also sagen, da� wir mitGitterweiten bis hinunter zu (zum Beispiel) h = 0:01 rechnen, dann implizieren wir, da� wir keineVariationen der L�osung mehr au
�osen k�onnen, deren Wellenl�ange kleiner als �0 = 0:02 ist. Dasentspricht aber eine maximalen Frequenz von p0 = 2�� = 100�. In der Praxis erh�alt man einevern�unftige numerische L�osung sogar nur f�ur � � 10h : : :20h.Daraus folgt f�ur die Festlegung von p0, da� es als das Minimum der beiden folgenden Gr�o�enzu w�ahlen ist:� die gr�o�te tats�achlich in der L�osung vorhandene Frequenz, falls die L�osung glatt ist und wirdie kleinsten Eigenschaften von u(x) mit mehr als zwei Ortsgitterweiten au
�osen wollen;oder� die gr�o�te Frequenz, die wir auf einem gegebenen Gitter noch au
�osen k�onnen, das hei�t� � 2h.In den F�allen wo die L�osung glatt genug ist (Fall 1) ist p0 eine Konstante und wir k�onnen Vor-faktoren wie Cp20kT wie beim Euler-Verfahren durch Wahl von k beliebig klein machen. Wollenwir zum Beispiel eine relative Genauigkeit von 10 Prozent (bez�uglich der L2-Norm) erreichen, somu� 12p20kT � 0:1 sein. Nimmt man beispielsweise an, da� wir bis zur Zeit T = 10 rechnen wollenund die kleinsten Dimensionen von u(x) bei 1100 liegen, wobei h < 1200 , dann ist p0 � 630 und wirerhalten f�ur die Zeitschrittweite k � 8 � 10�5. Das ist sicher zu klein, wir h�atten k � hT = 5 � 10�4erwartet. Die a-priori-Absch�atzung liegt aber damit immerhin in einem realistischen Bereich. F�urdas Crank-Nicolson-Verfahren erh�alt man aus 112p40k3T � 0:1 die Schrittweite k � 2 � 10�4.Mit diesen Zahlen ist ersichtlich, weshalb beim Crank-Nicolson-Verfahren (A.16) der erste Termden zweiten trotz der besseren Ordnung dominiert: setzt man p0 und k von eben ein, so erh�altman 

u(k)� u1

2L2 � 0:044ku0k2L2 + 7 � 10�8kv0k2L2Im zweiten Fall nehmen wir an, da� die maximale Frequenz durch unsere kleinste Gitterweitegegeben ist, d. h. p0 = 2�2h . Dann ist die Bedingung 12p20kT � 0:1 gleichbedeutend mit k � 0:03 hT h.Beim Crank-Nicolson-Verfahren erhielte man k � 0:25 � hT � 13 h.A.6 Vergleich der VerfahrenAlle Verfahren haben die Fehlerabsch�atzung

u(k)� u1

2L2 � a21(kp0)ku0k2L2 + b21(kp0)k2kv0k2L2 (A.23)mit verschieden de�nierten a1 und b1, die in den Abbildungen A.3 einander gegen�ubergestelltsind. Man kann deutlich die verschiedenen Ordnungen der Verfahren ablesen.Bei der Wellengleichung heben sich einmal gemachte Fehler nicht wieder weg, so da� wir beieiner gew�unschten Genauigkeit " zur Endzeit T fordern m�ussen, da�

u(k)� u1

L2 � kT "gilt. Nimmt man einmal an, da� in (A.23) nur der erste Term existierte, dann m�u�te a21(kp0)k2 � "2T 2gelten. Bei einer geforderten Genauigkeit von 0.1, einer Endzeit von 10 und p0 = 300 (entsprechend
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Abbildung A.3: Vergleich der Funktionen a21(s) und b21(s) f�ur die verschiedenen untersuchtenVerfahren.einer kleinsten Wellenl�ange von 0.02 und damit h � 0:01) ergibt das bereits f�ur das Fractional-�f�ur k die obere Schranke 5�10�5, also ein zweihundertstel der gr�o�ten vern�unftigen Ortsgitterweite.F�ur die anderen Verfahren ist das maximale k um etliche weitere Gr�o�enordnungen kleiner. Dermaximale Fehler darf daher nicht als Kriterium f�ur die Wahl der Zeitschrittweite angesehen werden.
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Zusammenfassung und AusblickIm Rahmen dieser Arbeit wurden Verfahren zur adaptiven L�osung der Wellengleichung in inho-mogenen Medien mittels Finiten Elementen entwickelt. Dabei wurde zuerst eine Diskretisierung inOrt und Zeit vorgestellt; als Galerkin-Verfahren ist sie in der Lage, als Fundament der adaptivenMethoden mit dualen Fehlersch�atzern zu dienen.Auf dieser Basis wurde ein allgemeiner Ansatz entwickelt, der es erlaubt, Gitter zu erzeugen,die neben der numerischen L�osung auch an die Quantit�at angepa�t ist, an der man interessiertist. F�ur diese Gr�o�e kommen nahezu alle Funktionale in Frage, die sich auf die L�osung anwendenlassen. Dazu geh�oren unter anderem Linien- und Gebietsintegrale, mit und ohne Integration �uberdie Zeit, aber auch andere Auswertungen; der Ansatz ist insbesondere nicht auf lineare Zielfunktio-nale beschr�ankt, es wurden auch Wege aufgezeigt, wie nichtlineare Funktionale verwendet werdenk�onnen. Zur Ber�ucksichtigung der Zielgr�o�e ist es n�otig, ein zweites, "duales\ Problem zu l�osen,das die Information enth�alt, welche Orte zu einem gegebenen Zeitpunkt zum Ergebnis beitragen,und mit welchem Gewicht sie dies tun.Dieser Formalismus wurde in den darau�olgenden Kapiteln auf einige Beispiele angewandt.Dabei wurden eine Reihe von F�allen mit verschiedenen Zielfunktionalen untersucht, bei denen sichdie �Uberlegenheit des dualen Fehlersch�atzers �uber gleichf�ormige Verfeinerung, aber auch gegen�uber"traditionellen\ Fehlerindikatoren auf der Basis der Energienorm zeigen lie�. Es konnte gezeigtwerden, da� der duale Sch�atzer in der Lage ist, erheblich e�zientere Gitter zu erzeugen, mit denensich die gew�unschte Genauigkeit mit deutlich geringerer Anzahl an Freiheitsgraden berechnen l�a�t.In der Hauptanwendung der Arbeit wurde der Energietransport am �Ubergang zwischen solarerChromosph�are und Korona untersucht. Es zeigte sich, da� die Verfeinerung mit dem Energiefeh-lerindikator gute Ergebnisse zeigte, w�ahrend der duale Fehlersch�atzer im wesentlichen nicht zubefriedigenden Resultaten f�uhrte. Als Gr�unde daf�ur kommen unzureichende Linearisierungen derZielfunktionale um die primale L�osung, die starke Inhomogenit�at des Mediums und Diskretisie-rungsfehler in Frage. Am Beispiel des Energie
usses durch eine Linie konnte gezeigt werden, da�die Linearisierung in der Tat nur sehr schlecht konvergiert. Es ist allerdings nicht klar, ob dies deralleinige Grund f�ur das Versagen ist; hier sind noch weitere Untersuchungen n�otig, um die genauenGr�unde zu bestimmen.Die Ergebnisse dieser Arbeit, vor allem am Beispiel aus der Sonnenphysik, werfen eine Reiheneuer Fragen auf, die zu untersuchen aus zeitlichen Gr�unden nicht mehr m�oglich waren. Zu diesenFragen geh�oren:� Ist das Nichtfunktionieren des dualen Sch�atzers endg�ultig, d. h. divergieren die Ergebnisseauch bei weiterer Verfeinerung? Da im zeitlichen Rahmen dieser Arbeit die Implementationvon Mehrgitteralgorithmen nicht m�oglich war, konnten aus Rechenzeitgr�unden nur eine sehrbeschr�ankte Zahl von Verfeinerungen mit dem dualen Sch�atzer durchgef�uhrt werden. Manbeobachtet auch bei der Verfeinerung mit dem Energiefehlerindikator, da� starke Ver�ande-rungen des Gitters zu zeitweilig gest�orter Konvergenz f�uhren kann; da nach Umschaltenvom Energiefehlerindikator auf den dualen Sch�atzer gr�o�ere Umstrukturierungen des Gittersstatt�nden, w�are es m�oglich, da� nur die ersten Schritte danach ein divergentes Verhaltensuggerieren, anschlie�end jedoch eine beschleunigte Konvergenz statt�ndet. Hier k�onnten be-reits wenige weitere Verfeinerungsschritte Indizien geben, was jedoch erheblich verbesserteL�osungsalgorithmen voraussetzt. 87



88 Zusammenfassung und Ausblick� Welchen E�ekt hat die schlechte Linearisierung der nichtlinearen Zielfunktionale? Aus denberechneten Verl�aufen des Energie
usses durch die Auswertungslinie w�urde man erwarten,da� der Fehlersch�atzer nicht dazu f�uhrt, da� Verfeinerung an den richtigen Stellen unterlassenwird; man erwartet eher, da� der verfeinerte Bereich zu gro� ist. Es ist daher nicht klar, obdie schlechte Linearisierung tats�achlich f�ur das Versagen verantwortlich ist. Hier w�are ineinem ersten Schritt zu untersuchen, ob bei dem gegebenen Problem die Verfeinerung mitdem dualen Sch�atzer zu einem linearen Zielfunktional zum Erfolg f�uhrt.� Welche Rolle spielen die stark variierenden Koe�zienten? Sie sollten die Konvergenz vonprimaler und dualer L�osung wesentlich verschlechtern und k�onnten daher dazu sowohl zurschlechten Linearisierung als auch zu ungenauer Berechnung der dualen L�osung beitragen.Dar�uberhinaus verschlechtern sie die Kondition der Systemmatrizen erheblich und erh�ohendamit den numerischen Aufwand zu deren Invertierung stark, was weitere Konvergenzanaly-sen erschwert. In vielen Anwendungen aus der Praxis sind die Variationen der Koe�zientenerheblich geringer (in der Geophysik beispielsweise in der Gr�o�enordnung von unter zehn,w�ahrend sie hier beinahe einen Faktor Tausend ausmachte), so da� die gleichen Verfahrendort erfolgreich sein k�onnten; einige der gerechneten nicht anwendungsbezogenen Beispielelegen diese Vermutung nahe.Daneben sind noch die folgenden, allgemeineren Fragen unbeantwortet:� Ist der duale Fehlersch�atzer in der Lage, teilweise Re
exion an Gitterunstetigkeiten zu er-kennen und gegebenenfalls zu verhindern, sofern das f�ur die Auswertung des Zielfunktionalsnotwendig ist?� Zu welchen Ergebnissen f�uhrt die Verwendung anderer M�oglichkeiten der Auswertung derFehleridentit�at? Dazu existieren neben der skizzierten Verwendung des Bramble-Hilbert-Lemmas die Extrapolation einer numerischen dualen L�osung auf einen h�oheren Ansatzraumauf dem Patch. Letztlich ist die Ersetzung des verwendeten Verfahrens durch ein anderesunabdingbar, da sich der sehr erhebliche zus�atzliche Aufwand zur Berechnung der dualenL�osung in der Praxis weder rechtfertigen noch bereitstellen l�a�t. Erste Experimente in dieseRichtung lassen vermuten, da� sich die Qualit�at der erzeugten Gitter nicht wesentlich �andert;da quantitative Fehlersch�atzung in den meisten F�allen ohnehin nicht m�oglich erscheint, istdies ausreichend zur Verwendung "billigerer\ Fehlersch�atzer.� Weshalb wurde ein Versagen des Konzepts der dualen Fehlersch�atzer bisher nie beobachtet?Was unterscheidet die Wellengleichung von den bisher betrachteten Systemen? Sowohl beinichtlinearen Gleichungen wie der Elasto-Plastizit�at oder den Navier-Stokes-Gleichungen,als auch bei zeitabh�angigen Problemen wie der W�armeleitungsgleichung wurden duale Feh-lersch�atzer erfolgreich angewandt. Diese Gleichungen wurden allerdings entweder zeitun-abh�angig gel�ost (Elasto-Plastizit�at, Navier-Stokes), oder hatten stark di�usive Eigen-schaften (W�armeleitung), so da� es denkbar ist, da� erst die v�ollige Abwesenheit von D�amp-fungseigenschaften und Fehlerakkumulation bei zeitabh�angigen Problemen in Kombinationmit den hohen rechentechnischen Anforderungen dazu f�uhrten, da� es nicht m�oglich war, inden Bereich der Konvergenz der Berechnung von Fehlersch�atzern und Gitterverfeinerung zugelangen. Diese Vermutung ist bisher allerdings in keiner Weise untermauert.Abschlie�end l�a�t sich sagen, da� die Vorteile adaptiver Verfahren gegen�uber globaler Verfeine-rung deutlich gezeigt werden konnte, ebenso wie die �Uberlegenheit des dualen Sch�atzers gegen�ubertraditionellen Fehlerindikatoren bei einfachen Problemen. Allerdings scheiterte dieses Verfahren ineinem komplexen Anwendungsfall aus der Praxis weitgehend; die Gr�unde des Scheiterns sind zu ei-nem erheblichen Teil unverstanden und bieten Sto� und Anla� f�ur weiterf�uhrende Untersuchungenauf diesem Gebiet.



Notationenw = (u; v) Exakte L�osungwh = (uh; vh) Numerische Approximation der L�osungwnh = (unh; vnh) Numerische Approximation der L�osung zum Zeitpunkt tn�w = (�u; �v) Exakte duale L�osung�wh = (�uh; �vh) Numerische Approximation der dualen L�osunge = w �wh Fehler zwischen exakter und numerischer L�osungt = (';  ) Testfunktion des kontinuierlichen Problemsth = ('h;  h) Testfunktion des diskreten ProblemsWh Diskreter AnsatzraumTh Diskreter Testraumkn tn � tn�1 Zeitschrittweite im nten Zeitintervall InhK Durchmesser der Zelle KTn Triangulierung des Gebiets 
 auf dem Zeitintervall In�(x) Dichtea(x) Stei�gkeitskoe�zient(f; g)
 R
 dx f�(x)g(x)kuk (u; u)1=2
� Laplace-OperatorPdi=1 @2@x2iA �r � a(x)ra(u; v) (a(x)ru;rv)
�[0;T ]B � 0 ��(x)A 0 �b(w; t) �� 0 ��a(x)r 0 �w;�1 00 r� t�
�[0;T ] � (gN ; t2)�N�[0;T ]gD Dirichlet-RandwertegN Neumann-RandwerteJ (�) ZielfunktionalJ(�) Exaktes Fehlerfunktional~J(�) Linearisiertes Fehlerfunktional�J(�) = J(�)� ~J(�) Linearisierungsfehler des FehlerfunktionalsEK;n Exakter Beitrag von K � In zum Fehler J(e)�K;n Fehlersch�atzer f�ur K � In zum Fehler J(e)
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