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Vorwort

In dieser Arbeil beschreibe ich ein Verfahren rur Klassifikation kombinatorischer
Diesigns miltels Schnitizahlen. Die Methode beruht anf der Theorie der endlichen

Gruppenoperationen, inshesondere der Gruppenoperationen aul Verbinden.

Funiichst einige Worte wur Historie und dem Umfeld der Entwicklung an der
Universital Bayreuth:

Die Konstruktion von r-Designs mit grofem @ wird durch YVorschreiben einer
Automorphismengroppe stark erleichtert, Einem Resultat von Kramer und Mesner
Fufolge (vgl. [19]) hat man daru ein ganrrohliges Gleichungssystem su lésen,
worin die Feilen und Spalien den Bahnen der Groppe auf den - und £-Teilmengen
der gewihlten Permutations gruppe entsprechen. e Unbekannten sind wahlweise
D oder | und beschreiben cine Auswahl von £-Bahnen, die durch Vercinigen #u
der Blockmenge des Designs gemacht werden,

Diecses Verfahren wurde an der Universitit Bayreuth im Rahmen eines von
Prof. Dr. K. Lave geleiteten DFG-gefiirderten Projekies in den leteten Jahren
erfolgreich angewendet. Die Anstrengungen miindeten in der Entwicklung ei-
nes Programmpaketes DISCRETA 3], welches f-Designs #n vorgeschrichener
Gruppe konstruiert, [he Arbeitsgruppe profitierte von der Mitwirkung von D
AL Wasscrmann, dessen Programm zum Losen ganzeahliger Gleichungssysteme
ivel. [33]) wesentlich zu Erfolg der Untersuchungen beitrug. Femer mub erwihnt
werden, dass die beschriecbene Arbeilsgruppe einen Vorldufer besitzt, denn bereits
Anfang der neunziger Tahre hat Dr, B, Schmalz susammen mit Prof, Dr, R, Laue
aul diesem Forschungsgebiet gearbeitet und Schmalz hat mit seiner Dissertati-
on [30] Plonierarbeil geleistet.

Ieh selber hin von Herrn Prof. Dr A, Kerber anf dieses Gebiel gestoBen wor-
den, als wir uns den konstruktiven Anwendungen endlicher Gruppenoperationen
suwendeten (vgl, Kerber [ 13]), Die Untersuchungen im Rahmen meiner Diplom-

arbeit waren anch gewissermalbien der Grundstock, aus dem das Paket DISCRETA
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im Rahmen ciner Gemeinschafisarbeit hervorgegangen ist,

Konkret gingen meine Arbeiten anf den Hinweis von Hermn Kerber surick,
dass die in der Methode von Kramer und Mesner betrachtete ganzzahlige Ma-
irix mit der von Plesken in sciner Acbeit Counting with Groups and Rings | 28]
betrachieten Theorie der Gruppenoperationen aul Verbénden zusammenhingt.

Es= stellte sich heraus, dass die Kramer-hMesner Matrix in der Tat als Sperialfall
der von Plesken betrachteten ganerahligen Marizen geschen werden kann, wenn
man namlich den Tetlmengenverband und die Bahnen anfl ¢- und £-Tellmengen
betrachtet. Damit war der Durchbruch zu einem theoretischen Uberban geschalTi,

der sich spéter noch als vorteilhaft heravsstellen sollte.

Soweit das Umfeld, jetzt sur konkreten Aufpabenstellung:

Im Rahmen der Konstruktion von Designs mit vorgeschrichener Automor-
phismengzruppe stHB man recht bald auf die fundamentale Frage nach der Be-
stimmung der Isomorphictypen der pefundenen Designs, Um die Schwierighkeit
dieses Problems einschitzen #u kiinnen, muss man sich klarmachen, dass die be-
trachicten grofien Designs oftmals aus mehreren Millionen von Blicken bestehen,
g0 dass herkimmliche Ansitee sur [somorphicklassifikation mittels Backtracking

ausscheiden,

Hier nun die Methode, die zur Lisung des Problems herangezogen wird:

Ein nlitzliches Mitlel zur Klassifkation ist die Betrachtung von Invarianten. die
in vielen Fillen die Nichtisomorphie von Objeklen nachweisen kinnen. Hier bie-
ten sich die Schnittinvarianten an, genaver gesagl die Schnittzahlen von Designs,
[Diese wurden bereits 1971 von Mendelsohn in [27] betrachtet und sind »u ei-
nem wichtigen Bestandteil der Theorie von 1-Diesigns herangewachsen. Unlingst
wurde eine umlassende Arbeit von Tran van Trung et al. [32] verdfTentlicht, in
der diese Theorie in Richtung von hheren Schnittzahlen weiterentwickelt wur-
de, wobei hishere Schnittzahlen eine Verll gemeinerung der gewShnlichen (Men-

del=chn’schen) Schnittzahlen sind.
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Im Fuge der hier prisentierten Resullate werden zuniichst plobale Schnittzah-
len von Designs definiert, die eine modifizgierte Art hitherer Schnittzahlen sind
ivgl. Abschnitt 2.3). Diese globalen Schnittzahlen dienen als Invarianten der De-
signs und kiémnen zur Klassifikation herangezogen werden. s reigl sich in Lem-
ma 2.3.2, dass die Theorie der hiheren Schnittzahlen auch anf globale Schnittzah-
len fortgesetat werden kann, Mun muss korreklerweise noch erwihnt werden, dass
ich aus technischen Grinden swel verschiedene Arten von globalen Schnittzahlen
betrachte, dic ich durch eckige und mnde Klammersymbole in der Notation un-
terscheide. Es stellt sich jedoch heraus, dass beide Versionen in einem gewissen
Sinne doguivalent sind. Sate 2.3.1 zeigl, wie man aus der einen Sorte die andere
berechnet und vmgekehrt auch wieder die wsprimglichen #ahlen runickbekom-
men kann, Der Zusammenhang wird durch die Stirling-#ahlen erster und eweiter
Art beschrichen, dic ich in Abschnitt 1.3 vorstelle, inshesondere dic Stirling sche

Inversionsformel, die hier eine Rolle spielt.

Das Klassifkationsproblem &6t sich somit auf folgende rentrale Aufgabe wu-

riickfiihren, die den Kern der hier prisentierten Arbeit hildet:

Muan berechne die globalen Schaintzahlen eines Designs, welches zu
einer vargeschrebenen Automorphismengruppe Eonstruiert worden

it

Diese Aulzabe kann erstaunlich einfach geltst werden. Hierzu kehre ich aul die
urspriinglich betrachtete Theorie von Plesken ruriick.

Wir untersuchen also die Operation einer Gruppe aul einem endlichen Ver-
bund. Die Bahnen der Groppe kinnen laut Plesken als B-Basen eines Rings her-
genommen werden (vgl, Definition 4.2.1). Die Multiplikationskonstanten dicses
Rings sind die bereits erwihnten Strukturkonstanten der Gruppenoperation aul
dem Verband {vgl. Gleichung (4,2)), Dieser Ring wird von Plesken aul swei Wei-
sen realisiert: Zunichst bilden die unter der Gruppenoperation invarianten Ele-

mente des ganzzahligen Halbgruppenrings dber den Elementen des Verbandes
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einen solchen Ring, wie Sate 4,22 reigt, Andererseits (Satz 4,2,3) bilden die Spal-
ten der Matrizen der Strukturkonstanten ehenso eine E-Basis dicses Rings, wobei
die Multiplikation das Hadamard-Produkt der YVektoren ist, also die komponen-
tenweise Verkniipfung der Fintrdge. In Sate 4.2.3 wird der sugehirige Ringiso-
morphismus vorgesiellr.

Beide Realisicrungen der Ringe sind wichtig fiir dic nun fol gende Anwendung
aul die Berechnung von globalen Schnittzahlen von Designs. Die erste Realisie-
rung im Halbgruppenring #eigt die Berichung o den Designs und deren Schnitt-
zahlen: Ein Design st nichts anderes als cine Menge von £-Teilmengen, und diese
Mengen kinnen als formale Summe im Halbgroppenring anfgefalit werden. Der
dazn isomorphe Ring, der mit den Spallen der Malrizen der Strukiorkonstanten
susammenhingt, fihrt auf einin Satz 5,12 beschrichenes einfaches Verfahren wur

Berechnung von globalen Schnittzahlen von Designs,

Einige Worte zur Bewertung des Ergebnisses sind angeacigt:

Es zeigt sich, dass man in der erforderlichen Rechnung alleine mit den Bahnen
der Gruppe aul den Blicken des Designs auskommlt, also griGenordnungsmélig
ctwa hundert Eingangsgrilen hat (anstelle von Millionen von Blécken). In einer
abschlicBenden Uberlegung (Korollar 5.1.4) wird geseigl, dass die hergeleiteten
k=41 Gleichungen fiir die globalen Schnittzahlen in gewisser Weise eine Verallge-
meinerung der Aussage von Lemma 23,2 ither globale Schnittzahlen sind: In den
ersten ¢ + | Gleichungen erhilt man nimlich die Gleichungen von Lemma 2.3.2
zurtick. Wesentlich sind jedoch dic weiteren & — ¢ Gleichungen, und die Tatsa-
che, dass in Gleichung (5.5) von Satz 5.1.2 der Vektor der globalen Schnittzahlen
aul der richtigen Seite steht, und damit direkt berechnet werden kann. Das Ergeb-
nis kann also auch als Autlé=sung der Gleichungen vom Mendelsohn'schen Typ
angesehen werden,

Dviese Ergebnisse zeigen inshesondere die Bedeatung der Theorie der Grup-

penoperationen fiir dic Anwendungen auf und belegen den enormen Wert der
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Plesken schen Arbeit,

Dic beschrichene Matrizen sind in unterschicdlichen #usammenhingen auch
von vielen anderen Autoren betrachtet worden, siehe etwa Kreher [22] und [23]
fiir die Teilmengensituation, Wihlt man die triviale Gruppenoperation, so erhiilt
man die Insidensmatrizen swischen 1- und &-Teilmengen, die auch in der ho-
mologischen Algebm eine Rolle spiclen. Diese Matrizen sind Gegenstand um-
fangreicher Untersuchungen, ich nenne hier stellvertretend nur diec Arbeiten von
HL Krdmer tvel. [20] und [217).

Wihlt man den Untergruppenverband ciner Gruppe und betrachtet dic Ope-
ration der Gruppe durch Konjugation, so kommt man rum Burnside-Ring und
seinem Dual, Der Burnsgidering spielt eine Rolle bei der Zerlegung von Grup-
penoperationen in ihre transitiven Bestandieile, klassifiziert nach Stabilisatortyp.
Plesken beschreibt in seiner Arbeil eine Dentung des dualen Burnside-Ringes.

Der yon Plesken betrachtete Ring scheint erstmalig bei Wielandt [34] als #en-

tralisatorring von Permutationsdarstel lungen aulrutauchen.

Um dic Universalitit des Plesken schen Ansatees #u wiirdigen, habe ich mich
entschlossen, in dieser Arbeil von Plesken-Malrizen und Plesken-Ringen #u spre-
chen, Es scheint mir beachtenswert, wie Plesken mit cinem ganz allgemeinen An-
satz cinen Rahmen fiir vielfiltige, bisher weitgehend unabhiingig voneinander be-

trachicte Theoricn schaift.

Ich danke meinen Betrevern Herrn Prof. e AL Kerber und Henn Frof. Dhe
K. Lave. Ferner danke ich allen, die zur Entstehung dieser Arbeil beigetragen ha-
ben, seies durch fachliche Diskussion oder durch Korrekturlesen der vielen Vior-
abversionen. lch nenne hier Evi Haberberger, Harald Meyer, Serzey Molodisoy,
Alice Nicmeyer und Alfred Wassermann.

Ein besonderer Dank geht an Tran van Trung, der mich auf die Arbeit von

Bolick [7] aufmerksam gemacht hat, und mit dem es vicle anregende Diskussio-



nen gab, Schlieflich danke ich allen Mitarbeitern und Mitarbeiterinnen des Lehr-

stuhls 11 fiir Mathematik der Universitit Bayreuth,
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