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New	  	  
Minimum	  Number	  of	  Clues	  Findings	  

	  to	  	  
Sudoku-‐deriva;ve	  Games	  up	  to	  5-‐by-‐5	  Matrices	  

	  
including	  

	  
a	  Defini;on	  for	  Rela;ng	  Isotopic	  PaEerns	  

	  
and	  
	  

	  a	  Technique	  for	  Cataloging	  and	  Coun;ng	  Dis;nct	  
Isotopic	  PaEerns	  for	  the	  5-‐by-‐5	  Matrix	  

	  
	  

Brian Diamond 



Patent	  Pending	  

Games	  and	  fun	  

keep	  us	  

learning.	  	  
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Minimum	  number	  of	  clues	  (MCN)	  for	  standard	  Sudoku	  determined	  to	  be	  17.	  

-‐  G.	  McGuire,	  B.	  Tugemann,	  G.	  Civario,	  January,	  2012	  
But	  how	  many	  clues	  would	  be	  sufficient	  (MNC)	  if	  the	  9-‐by-‐9	  matrix	  consisted	  of	  
diversely-‐shaped,	  interconnected	  “pieces”	  consis;ng	  of	  nine	  con;guous	  squares?	  
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For	  example:	  



Patent	  Pending	  Let’s	  state	  the	  object	  of	  the	  old	  game:	  
	  
With	  tradi;onal	  Sudoku,	  given	  a	  9-‐by-‐9	  matrix	  and	  a	  set	  of	  filled-‐in	  star;ng	  squares,	  
the	  object	  of	  the	  game	  is	  to	  deduc;vely	  complete	  the	  puzzle	  such	  that	  each	  row,	  
column,	  and	  3-‐by-‐3	  sub-‐region	  contains	  precisely	  one	  of	  each	  “color”	  (numeral,	  
etc.).	  
	  
Let’s	  define	  the	  object	  of	  the	  new	  game:	  	  
	  	  
A	  puzzle	  comprising	  a	  par;cular	  pa'ern	  (i.e.:	  	  an	  𝑛-‐by-‐𝑛	  matrix	  containing	  𝑛  regions	  
each	  comprising	  	  𝑛	  con;guous	  squares)	  is	  solved	  when	  a	  minimum	  star*ng	  set	  of	  
squares	  –	  that	  is,	  the	  fewest	  number	  of	  squares	  with	  their	  provided	  ini;al	  colors	  
(values)	  -‐	  is	  iden;fied	  which	  sa;sfies	  the	  following	  condi;on:	  	  that	  those	  squares	  are	  
sufficient	  to	  unambiguously	  complete	  the	  remaining	  squares	  of	  the	  puzzle	  by	  
means	  of	  a	  sequence	  of	  deduc;ve	  steps	  whereby,	  upon	  comple;on	  of	  the	  puzzle,	  
each	  row,	  column,	  and	  region	  contains	  each	  of	  the	  𝑛	  dis;nct	  colors	  –	  and	  not	  by	  
merely	  guessing	  the	  remaining	  values	  in	  order	  to	  obtain	  the	  final	  condi;on.	  	  	  
	  
That	  is,	  the	  puzzle	  must	  be	  completed	  from	  the	  star;ng	  set	  in	  exactly	  one	  way.	  
	  
The	  game	  is	  played	  by	  selec;ng	  various	  candidate	  minimum	  star;ng	  sets	  and	  
aEemp;ng	  to	  color	  squares	  deduc;vely	  un;l	  a	  solu;on	  is	  found	  which	  uniquely	  
completes	  the	  𝑛-‐by-‐𝑛	  matrix	  according	  to	  the	  above	  condi;ons.	  	  
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Before	  we	  enter	  into	  further	  mathema;cal	  discussion,	  it	  is	  best	  to	  visualize	  
how	  my	  wife	  presents	  the	  game	  to	  fellow	  commuters	  on	  the	  Long	  Island	  
Railroad:	  
	  
She	  shows	  them	  a	  blank	  paEern	  similar	  to	  the	  ones	  below	  and	  simply	  tells	  
them	  that	  the	  object	  of	  the	  game	  is	  for	  them	  to	  try	  to	  supply	  a	  minimum	  set	  of	  
star;ng	  squares,	  along	  with	  their	  ini;al	  values,	  from	  which	  they	  must	  	  aEempt	  
to	  compete	  the	  puzzle	  in	  the	  same	  style	  of	  play	  as	  Sudoku.	  	  If	  they	  get	  stuck,	  
then	  they	  start	  over	  un;l	  they	  find	  a	  solu;on	  –	  the	  solu;on	  being	  to	  find	  the	  
star;ng	  squares	  and	  their	  values	  –	  and	  not	  simply	  haphazardly	  complete	  the	  
underlying	  La;n	  square.	  	  	  It’s	  just	  like	  they’re	  playing	  Sudoku	  ,	  except	  now	  they	  
are	  the	  ones	  providing	  the	  star2ng	  configura2on!	  



Patent	  Pending	  Consider	  3-‐by-‐3	  matrices:	  	  	  
How	  many	  isotopically	  dis;nct	  paEerns	  are	  there?	  

That	  is,	  once	  an	  MNC	  star;ng	  set	  of	  squares	  solves	  one	  paEern,	  then	  
the	  star;ng	  set	  can	  be	  trivially	  rearranged	  to	  solve	  a	  symmetric	  paEern.	  

90	  degree	  
rota;on:	  

MNC	  
Solu;on	  

Completed	  
Puzzle	  

These	  two	  paEerns	  
are	  clearly	  isotopic	  to	  
each	  other	  –	  and	  so	  
are	  their	  solu;ons!	  

	  Thus	  we	  see	  there	  are	  two	  isotopically	  dis;nct	  paEerns	  for	  3-‐by	  3matrices.	  

All	  8	  of	  these	  paEerns	  are	  
isotopic	  to	  each	  other	  by	  
reflec;on	  and	  rota;on	  –	  
and	  so	  their	  solu;ons	  can	  
be	  trivially	  generated.	  
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More	  importantly,	  we	  see	  that	  it	  is	  sufficient	  
to	  provide	  two	  star;ng	  squares	  –	  given	  the	  
proper	  square	  loca;ons	  and	  “colors”	  within	  
each	  star;ng	  square	  –	  to	  be	  able	  to	  complete	  
all	  3-‐by-‐3	  paEerns	  “Sudoku”-‐style.	  	  That	  is,	  the	  
minimum	  number	  of	  clues	  for	  both	  isotopically	  
dis;nct	  sets	  is	  2.	  
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	  	  	  	  	  	  	  	  (1)	   	   	   	  	  	  	  	  (2)	   	   	  	  	   	  	  	  (3)	   	   	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  (4)	   	   	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  (5)	  

	  

	  	  	  	  	  	  	  	  	  (6)	  	   	  	  	  	   	  	  	  	  	  (7)	   	   	   	  	  (8)	   	   	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  (9)	   	   	  	  	  	  	  	  	  	  	  (10)	  

	  	  (11)	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  (12)	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  (13)	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  (14)	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  (15)	  

The	  figeen	  isotopically	  dis;nct	  paEerns	  along	  with	  (non-‐unique)	  
minimum	  star;ng	  set	  solu;ons	  for	  all	  4-‐by-‐4	  paEerns.	  	  



Patent	  Pending	  

Now	  no;ce	  that	  some	  4-‐by-‐4	  paEerns	  require	  
minimal	  star;ng	  sets	  of	  three	  squares	  and	  
other	  4-‐by-‐4	  paEerns	  require	  minimal	  star;ng	  
sets	  of	  four	  squares.	  
	  

What	  correla;on	  can	  we	  make?	  
	  

Also	  observe	  that	  puzzle	  13	  is	  unsolvable.	  	  That	  
is,	  not	  only	  can	  a	  star;ng	  set	  not	  be	  found,	  but	  
there	  is	  no	  way	  to	  color	  this	  puzzle	  with	  four	  

colors	  in	  each	  row,	  column,	  and	  piece.	  
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Observe	  how	  the	  following	  sets	  of	  paEerns	  are	  clearly	  similar	  
but	  vary	  by	  swapping	  row	  posi;ons.	  	  Also	  no;ce	  how	  the	  MNC	  
solu;ons	  trivially	  change	  with	  the	  swapped	  rows.	  

Therefore	  we	  iden;fy	  three	  types	  of	  symmetric	  varia;on	  which	  define	  
whether	  two	  paEerns	  are	  considered	  isotopic	  within	  this	  new	  game:	  
•  Reflec;on	  (ver;cal	  or	  horizontal)	  
•  Rota;on	  (by	  90,	  180,	  or	  270	  degrees	  or	  not	  at	  all)	  
•  The	  swapping	  or	  rows	  or	  columns	  whereby	  pieces	  s;ll	  contain	  the	  same	  

number	  of	  squares.	  	  Although	  the	  swapping	  may	  change	  the	  shape	  or	  
posi;on	  of	  the	  pieces	  affected,	  the	  rela;ve	  posi;on	  of	  the	  swapped	  
squares	  within	  the	  rows,	  columns,	  and	  pieces	  remains	  the	  same.	  	  
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Dr.	  Anton	  BeEen,	  CSU,	  has	  determined	  by	  computer	  that	  there	  are	  
4006	  ways	  to	  par;;on	  a	  5-‐by-‐5	  matrix	  into	  paEerns	  consis;ng	  of	  5	  
regions	  (“pieces”)	  containing	  5	  con;guous	  squares	  each	  –	  not	  
considering	  duplica2on	  by	  isotopic	  symmetry.	  
	  
Ø  How	  can	  I	  possibly	  determine	  the	  MNC	  for	  each	  paEern?	  

Ø  I	  don’t	  want	  to	  solve	  all	  4006	  paEerns	  anyway.	  	  	  There	  must	  be	  
a	  consistent	  way	  to	  combine	  several	  paEerns	  into	  one	  dis;nct	  
isotopic	  group.	  

Ø  I	  need	  a	  methodology	  for	  cataloging	  paEerns	  in	  order	  to	  be	  
certain	  I	  have	  accounted	  for	  every	  isotopic	  group.	  

Ø  Goodness	  –	  and	  I	  have	  to	  solve	  the	  game	  for	  every	  dis;nct	  
isotopic	  paEern,	  too??	  	  	  

How	  do	  I	  proceed	  with	  Iden;fying	  all	  dis;nct	  paEerns	  for	  the	  5-‐by-‐5	  puzzle	  
(which	  I	  have	  named	  “Quintoku”)	  

?	  	  

Unfortunately,	  Brian	  can’t	  find	  anything	  beEer	  to	  do.	  
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Introducing	  the	  diverse	  regions,	  or	  “pieces”	  for	  the	  5-‐by-‐5	  Quintoku	  game:	  	  

	  	   “Plus”,	   	   	   	  “Jig”	  (short	  for	  “jigsaw”),	  	   	  “Cass”,	  (short	  for	  “Cassiopeia”),	  	   	  	  

	  

	  

“Zig”	  (short	  for	  zig-‐zag),	  	   	  “T”,	  	   	   	   	   “L”,	  	  

	  

	  

“C”,	  	   	   	   	   “Bolt”,	  	   	   	   “Turn”	  (short	  for	  turnstyle),	  

	  

	  	  

“J”,	  	   	   	   	   	  “Utah”,	  	   	   and	  finally	  “Bar”	  	  
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No;ce	  that	  besides	  the	  readily	  iden;fiable	  rota;ons	  and	  reflec;ons	  
which	  would	  make	  two	  5-‐by-‐5	  paEerns	  isotopic,	  there	  can	  exist	  row	  
and	  column	  swaps	  which	  change	  the	  shape	  of	  the	  pieces	  but	  which	  
maintain	  the	  isotopic	  rela;onship.	  

	  	  (a)	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  (b)	  

	  	  (c)	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  (d)	  
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A	  Technique	  for	  Cataloging	  and	  Coun;ng	  Dis;nct	  Isotopic	  PaEerns	  
	  
Ager	  solving	  more	  than	  one	  hundred	  puzzles,	  I	  created	  a	  lexicographical	  order	  of	  the	  twelve	  
pentomino	  piece	  shapes	  (see	  slide	  15)	  based	  on	  the	  rela;ve	  infrequency	  of	  the	  appearance	  of	  the	  
pieces.	  
	  
My	  cataloging	  of	  paEerns	  u;lized	  the	  following	  hierarchical	  methodology:	  
	  
•  I	  ini;ally	  dis;nguished	  the	  paEerns	  by	  the	  number	  of	  straight	  par;;ons	  each	  contains.	  	  Thus	  I	  

first	  iden;fied	  paEerns	  containing	  no	  straight	  par;;ons	  first,	  and	  proceeded	  down	  to	  the	  final	  
“blank”	  paEern	  containing	  only	  all	  straight	  par;;ons.	  

	  
•  Using	  the	  lexicographical	  sequence	  of	  the	  infrequency	  of	  pieces,	  I	  iden;fied	  the	  paEerns	  

containing	  the	  successively	  more	  frequently	  occurring	  pieces	  while	  elimina;ng	  all	  recurring	  
paEerns	  containing	  previously	  catalogued	  pieces.	  	  

•  For	  the	  	  piece	  under	  considera;on,	  I	  successively	  placed	  it	  in	  non-‐symmetric	  loca;ons	  within	  the	  
5-‐by-‐5	  matrix.	  

	  
•  I	  performed	  a	  recursive	  tree	  search	  placing	  the	  remaining	  2nd,	  3rd,	  4th,	  and	  5th	  pieces	  onto	  the	  

matrix	  in	  unique	  loca;ons.	  

•  Lastly,	  paEerns	  were	  scru;nized	  to	  see	  if	  they	  were	  isotopic	  to	  any	  previously	  iden;fied	  
paEerns.	  
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Ques;on:	  	  Can	  the	  MNC	  star;ng	  set	  for	  a	  con;guous	  par;;on	  of	  an	  
𝑛-‐by-‐𝑛  matrix	  ever	  be	  less	  than	  𝑛−1?	  
	  
NO!	  	  By	  filling	  in	  𝑛	  occurrences	  of	  the	  first	  	  𝑛−2	  	  colors	  in	  the	  
manner	  of	  a	  La;n	  square,	  two	  unfilled	  squares	  s;ll	  occupy	  each	  row	  
and	  column,	  and	  these	  unfilled	  squares	  connect	  a	  bipar;te	  path	  (or	  
set	  of	  paths)	  for	  the	  lost	  two	  colors.	  	  Thus,	  an	  𝑛−1↑𝑠𝑡 	  color	  is	  
always	  necessary.	  

So	  –	  ager	  several	  years	  of	  doodling	  –	  what	  	  MNC	  findings	  were	  I	  able	  to	  
determine	  for	  all	  5-‐by-‐5	  Quintoku	  paEerns	  ?	  
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Patent	  Pending	  Findings	  for	  5-‐by-‐5	  Quintoku	  puzzles	  
	  
Finding:	  	  Of	  the	  148	  dis;nct	  Quintoku	  paEerns	  containing	  no	  straight	  par;;on,	  minimum	  
star;ng	  sets	  of	  size	  4	  exist	  for	  all	  save	  eight	  unsolvable	  paEerns.	  	  (Reached	  March	  2,	  2014)	  	  
	  
Finding:	  	  All	  dis;nct	  87	  Quintoku	  paEerns	  containing	  a	  single	  
straight	  par;;on	  which	  subdivides	  that	  game	  into	  4-‐by-‐5	  and	  1-‐
by-‐5	  sub-‐regions	  can	  be	  solved	  with	  minimum	  star;ng	  sets	  of	  
size	  4.	  (Reached	  June	  7,	  2014)	  	  
	  
Finding:	  	  All	  dis;nct	  22	  Quintoku	  paEerns	  containing	  a	  straight	  
par;;on	  which	  subdivide	  that	  game	  into	  3-‐by-‐5	  and	  2-‐by-‐5	  
sub-‐regions	  can	  be	  solved	  with	  minimum	  star;ng	  sets	  of	  size	  4.	  	  

Finding:	  	  The	  figeen	  degenerate	  5-‐by-‐5	  paEerns	  
(containing	  two	  or	  more	  straight	  par;;ons)	  can	  all	  
be	  solved	  with	  minimum	  star;ng	  sets	  of	  size	  5	  or	  6.	  	  
In	  par;cular,	  the	  paEern	  containing	  only	  straight	  
par;;ons	  (the	  “blank”	  paEern)	  can	  be	  solved	  with	  a	  
minimum	  star;ng	  set	  of	  size	  6.	  
	  Finding:	  	  There	  exist	  272	  isotopically	  dis;nct	  Quintoku	  
paEerns.	  	  That	  is,	  there	  are	  272	  ways	  to	  par;;on	  a	  5-‐by-‐5	  
matrix	  into	  con;guous	  pieces	  each	  of	  five	  squares	  in	  size	  
according	  to	  the	  defini;on	  of	  Quintoku-‐isotopic.	  	  
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The	  eight	  unsolvable	  5-‐by-‐5	  paEerns	  

	  



Observe	  that	  the	  	  “blank”	  paEern	  clearly	  requires	  
an	  MNC	  of	  more	  than	  4	  star;ng	  squares.	  
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Theorem:	  	  All	  𝑛-‐by-‐𝑛	  matrices	  can	  be	  par;;oned	  into	  a	  “step-‐wise”	  
par;;on	  which	  can	  be	  solved	  with	  a	  star;ng	  set	  size	  of	  	  𝑛−1.	  
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	  3x3	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  4x4	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  5x5	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  

9x9	  In	  sequence,	  each	  star;ng	  square	  
respec;vely	  “automa;cally”	  fills	  in	  a	  
total	  of	  	  𝑛	  squares.	  	  The	  last	  unfilled	  𝑛	  
squares	  have	  to	  be	  filled	  in	  by	  the	  
𝑛↑𝑡ℎ 	  color!	  
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Expanding	  the	  Game	  

•  Permit	  wrapping:	  	  where	  pieces	  maybe	  considered	  con;guous	  
by	  connec;ng	  the	  top	  and	  boEom	  rows	  and	  connec;ng	  leg	  
and	  right	  columns	  (“toroidal”)	  	  

	  
•  Considering	  higher	  order	  matrices	  

•  Non-‐con;guous	  pieces	  
	  
•  Cubic	  manifesta;on?	  

Thanks! 


